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VII

VOORWOORD

Deze syllabus bevat de stof die wij in Leiden sinds 1965 als inleiding
tot de colleges in de waarschijnlijkheidsrekening en de mathematische sta-
tistiek voor candidaten in de wiskunde doceren. Naar onze mening is dit de
rijstebrijberg waar men zich doorheen moet eten om deze beide vakken te
kunnen bestuderen op het niveau dat in de wiskunde aan onze universiteiten
gebruikelijk is. Het behandelen van deze stof vergt drie uren per week ge-
durende één semester.

De voor de hand liggende voorbereiding op het bestuderen van deze
syllabus is het afleggen van een candidaatsexamen in de wiskunde en het
volgen van eéen college in de maat- en integratietheorie. Dit laatste is
gewenst maar niet strikt noodzakelijk. In hoofdstuk 1 wordt een korte
samenvatting gegeven van begrippen en stellingen uit de maat- en integra-
tietheorie die in de waarschijnlijkheidsrekening een belangrijke rol spelen.
Bewijzen worden hierbij vaak achterwege gelaten behalve waar het om stel-
lingen gaat die niet in ieder college over maat- en integratietheorie wor-
den behandeld.

Deze syllabus maakt geen enkele aanspraak op originaliteit. De titel
is gestolen van Kolmogorov en de aanpak is grotendeels ontleend aan Loéve.
Alleen bij de behandeling van zwakke convergentie in § 2.9 hebben wij de
voorkeur gegeven aan de fraaiere opzet a la Billingsley.

Gezien het doel van deze syllabus was de keuze van te bespreken on-
derwerpen voor ons geen probleem. Alleen die zaken worden behandeld die
zowel in de waarschijnlijkheidsrekening als in de mathematische statistiek
een belangrijke rol spelen.

Onze dank gaat uit naar de Raad van Beheer van het Mathematisch
Centrum te Amsterdam die bereid was dit collegedictaat als MC syllabus uit
te geven. Het manuscript werd getypt door mevrouw S.M.T. Hillebrand en
mejuffrouw O0.P. de Jong, de correctie werd uitgevoerd door de heren
E.J. Sedoc en K.M. van Hee en de reproductie werd verzorgd door de heren
D. Zwarst en J. Suiker. Wij zijn hun zeer erkentelijk voor hun nauwgezette

en vlotte werk.

Leiden, november 1970 J. Fabius

W.R. van Zwet






IX

VOORWOORD BIJ DE TWEEDE DRUK

De tweede druk verschilt in een aantal opzichten van de eerste. Kleine
ongerechtigheden zijn gecorrigeerd, het aantal vraagstukken is aanzienlijk
uitgebreid, voor de omkeerstelling van karakteristieke functies is een meer
traditioneel bewijs gekozen en de ellende met betrekking tot de karakteri-
sering van continue verdelingen is nu hopelijk ten einde. Het laatste be-
hoeft enige toelichting. Stelling 2.4.1 in de eerste druk is voor k > 1 in
&én richting onjuist; het was Drs H.C.P. Berbee die als student ons hierop
opmerkzaam maakte. De diepere oorzaak van de moeilijkheden is hierin gelegen
dat gepoogd werd de dichtheid met de k-voudige partiéle afgeleide van de
verdelingsfunctie te identificeren. Dit is in het meerdimensionale geval
weliswaar algemeen gebruikelijk, maar slechts onder beperkende voorwaarden
gerechtvaardigd.

Wij zijn de technische en administratieve staf van het Mathematisch

Centrum zeer erkentelijk voor het verzorgen van deze tweede druk.

Leiden, oktober 1975 J. Fabius

W.R. van Zwet






1. MAAT- EN INTEGRATIETHEORIE

In dit hoofdstuk geven wij een samenvatting van de maat- en integratie-
theorie, voor zover nodig voor een goed begrip van de waarschijnlijkheids-
rekening. Een uitgebreider behandeling is o.m. te vinden in de volgende

boeken:

[1] Bauer, H., Probability Theory and Elements of Measure Theory, Holt,
Rinehart and Winston.

[2] Halmos, P.R., Measure Theory, Van Nostrand.

[3] Kingman, J.F.C., and Taylor, S.J., Introduction to measure and
probability, Cambridge University Press.

(4] Lodve, M., Probability Theory, Van Nostrand.

[5] Vogel, W., Wahrscheinlichkeitstheorie, Vandenhoeck und Ruprecht.

[6] Zaanen, A.C., Integration, North-Holland Publishing Company.

1.1. VERZAMELINGEN

7Zij gegeven een niet-lege verzameling Q, onze ruimte, die bestaat uit
elementen of punten w. Wij beschouwen in het volgende deelverzamelingen
A, B, C, ... van Q3 hieronder valt ook de lege verzameling @ en de verza-
meling Q zelf. Zoals gebruikelijk schrijven we w € A resp. w ¢ A als w al
dan niet een element van A is, en A ¢ B of B o A als A een deelverzameling
van B is, dwz. als ieder element van A ook in B ligt. We omschrijven deze
situatie ook wel door te zeggen: A Zs bevat in B, of: B bevat of omvat A.
Twee verzamelingen zijn gelijk als zij uit dezelfde elementen bestaan:

A = B dan en dan alleen als A ¢ B en B ¢ A. Een verzameling heet eindig
indien hij uit een eindig aantal elementen bestaat.

Als P(w) voor ieder punt w € Q een of andere bewering is, dan schrijven
we {w: P(w)} voor de verzameling van alle w e 9, waarvoor P(w) waar is. Als
bv. Q = R1, dan geldt {w: a < w < b} = (a,b] voor willekeurige reéle a < b.
De verzameling die uit de punten Wyslpsee e sl bestaat geven we aan met
{m1,w2,...,wn}; de verzameling die uit é&n enkel punt w bestaat met {w}

De gebruikelijke verzamelingstheoretische operaties kunnen wij als



volgt definiéren:
Vereniging:

A u B = de verzameling van alle w € R, die tot A of B of beide behoren.

b
He
L}

A1UA2U...UAn = de verzameling van alle w € Q, die tot min-

stens één der verzamelingen A1,A ,...,An behoren.

2
A1UA2U.-. = de verzameling van alle w € Q, die tot minstens

13A2’

de verzameling van alle w € 2, met de eigenschap dat w € At

M.
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-
=
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één der verzamelingen A ... behoren.

o
m

-
d->
"

voor minstens &&n t € T. Hierbij is de indexverzameling T
een willekeurige verzameling, niet noodzakelijk bevat in Q,
al dan niet eindig, al dan niet aftelbaar.

Doorsnede:

A n B = AB = de verzameling van alle w ¢ Q, die tot A en B behoren.

n

n A. =AnAn...nA = AA_ ...A = de verzameling van alle w € §

j=1 1 172 n 172 n

o die tot elk van de verzamelingen A1,A2,...,An behoren.

n Ai = A1nA2n... = A1A2... = de verzameling van alle w € 2, die tot
1=1 elk van de verzamelingen A1,A2,... behoren.

n At = de verzameling van alle w € Q met de eigenschap dat w € At
teT

voor alle t € T. Ook hier is T een willekeurige indexverza-
meling.
Twee verzamelingen heten disjunct als zij geen elementen gemeen hebben:
A en B zijn disjunct dan en dan alleen als AB = {.
Complement:
AS = {w: wfA} = de verzameling van alle w € Q die niet tot A behoren.
Verschil:
A-B=AB® = de verzameling van alle w € Q die tot A maar niet tot B
behoren. In het bijzonder geldt dus A = q - A.
Symmetrisch Verschil:
A A B = (A-B) u (B-A) = (AuB) - AB = de verzameling van alle w € Q

die tot precies é&n van de twee verzamelingen A en B behoren.

Uit deze definities kan men een aantal rekenregels afleiden. Zo blijken
de operaties U en N commutatief, associatief en distributief ten opzichte

van elkaar te zijn:



A uB=BuUA; AnB=BnA;

A v (BuC) = (AuB) u C; A n (BnC) = (AnB) n C;

A u (BnC) = (AuB) n (AuC); A n (Buc) = (AnB) u (AnC).
Bovendien geldt

Aufd=A AuQ=Q;AngPd=20¢g; AnQ=A4;

AcBe>AnB=A<>AyB-=B.

Voor complementen geldt
(a%)% = a3 ¢° = 2; o° = g3
A cBesB®ca®,

en voor het complement van een vereniging of doorsnede vindt men
(auB)® = A% n B%; (anB)® = A% y B%;

of, algemeen voor een willekeurige indexverzameling T,

(u At)c = n At, (n At)c = U Az.
teT teT teT teT

Een eindige of aftelbare vereniging kan men op de volgende manier altijd
schrijven als een disjuncte vereniging, dwz. als een vereniging van paars-

gewijs disjuncte verzamelingen:

n
_ c c.c c
121 A, =AU (AA) (A1A2A3) e v (AgAs AL A,
(-]
- c,c
U A=A (A1A2) u (A1A2A3) u
1=1
Voor een oneindige rij verzamelingen A1,A2,... definiéert men
oo oo oo oo
1lim sup An =N U A 3 lim inf An = U N A.
n=1 m=n n=1 m=n

lim sup An bestaat derhalve uit alle w € 9, die tot oneindig veel der verza-
melingen An behoren, en lim inf An bestaat uit alle w € Q die tot bijna alle
verzamelingen An’ dwz. alle verzamelingen An op hoogstens een eindig aantal
na, behoren. In het algemeen zal dus lim inf An c lim sup An' Als deze twee
verzamelingen gelijk zijn noemt men de rij verzamelingen A1,A2,... conver—

gent met

lim A = lim sup A_ = lim inf A _.
n n n



Een rij verzamelingen A1,A2,... heet (monotoon) stijgend als A1 cA,cA_c...

273

en (monotoon) dalend als A, 24, DA3 >... . Iedere monotone rij verzamelingen
o (-]

is convergent met lim An = U A als de rij stijgend is en lim An =N An

als de rij daalt. =1 n=1

Een nuttig hulpmiddel bij het werken met verzamelingen is het begrip
indicatorfunctie (ook: karakteristieke functie). De indicatorfunctie I,
van een verzameling A ¢ Q is een reé€le functie op 9, gedefinieerd door

1 als w € A,

I,(w) =
A {0 als w ¢ A.

Met behulp van zulke indicatorfuncties kan men alle verzamelingstheoretische

relaties en operaties herleiden tot arithmetische

ACB“IA;IB; A=B4->IA=IB;

IAB = min (IA,IB) = IA.IB;

Ipyp = mex (IA,IB) =1 - (1—IA)(1—IB) =T, +Ip-TIpps

Timinga ~HmAREI 5T o = lim sup I, '
n n n n

Opgaven:
1. Bewijs voor willekeurige indexverzamelingen S en T:

An (U Bt) = U (ABt); Au(n Bt) = N (AUBt);

teT teT teT teT
(U A)n(U B)= U U AB = U U A B,
ses © teT t seS teT ° t teT ses °© t

(n As) u(n Bt) n n (A uBt) = n n (AsuBt).

seS teT seS teT S teT seS
2. Bewijs:
A -B=A - AB;
AAB=BAA;
(AAB)AC=AA(BAC);
AAA=¢; AAAS =Q; AAP=2A; AAQ=2AS,

Ip = |IA— IB| = I, + Ip (mod 2).



3. BewiJs:
. e _ q: NS
lim inf An (1im sup An) 5
c

. . c
lim sup A = (1im inf An) .

.. 1 A .
4. 7Zij @ = R, An = (an,bn], n=1,2,... . Bepaal lim inf An en lim sup An

voor ieder van de volgende gevallen:

an =n, bn =n+ 1;
an = - n, bn =+ nj;
a ==t , b =14+ l;
n n n n

5. 721 B1 = A1 en Bn+1 = Bn A An+1 voor n = 1,2,... . Bewijs dat de rij B1,
B

PIRE dan en dan alleen convergeert als lim An = §.

1.2. ALGEBRA'S EN o-ALGEBRA'S

Een verzameling, waarvan de elementen zelf verzamelingen zijn, noemen
wij een klasse. De klasse M(A) van alle deelverzamelingen van een gegeven
verzameling A heet de machtsverzameling vaen A. Iedere klasse van deelverza-
melingen van Q is dus bevat in M(Q) en iedere deelklasse van M(Q) is een
klasse, die uit deelverzamelingen van Q bestaat.

Een niet-lege klasse F c M(Q) heet algebra (van Boole) als

(1.2.1) AeF=2%crF,
(1.2.2) A, Be F=AUBekF.

Hieruit volgt dat iedere algebra de verzamelingen Q en @ als elementen

bevat. Daar AB = (ASuB®)® volgt ook
(1.2.3) A, Be F=AB ¢ F,

en herhaalde toepassing van (1.2.2) en (1.2.3) geeft

n n
(1.2.4) AjsAgseeish e P il_J1 A, € F, ir_11 A e F.

Een algebra is dus een niet-lege klasse die afgesloten is onder het vormen



van complementen en eindige verenigingen en doorsneden.

Een niet-lege klasse A c M(Q) heet een o-algebra (van Boole) als

(1.2.5) AecA=A%c4,

A2,... € A= .U Ai e A.
i=1

(1.2.6) A,
Evenals boven volgt dat iedere c-algebra Q en @ als elementen bevat en,
daar NA, = (UAS)C,
i i

o

(1.2.7)  AjAy,... e 4= N A e A
i=1

Nemen wij A; = A voor i > n, dan gaan (1.2.6) en (1.2.7) over in (1.2.4)
met F vervangen door A. Een o-algebra is dus een niet-lege klasse, die afge-
sloten is onder het vormen van complementen en eindige of aftelbare vereni-
gingen en doorsneden.

Uiteraard is M(Q) een o-algebra en dus ook een algebra. Verder is iedere
doorsnede van (o-)algebra's weer een (o-)algebra. Hieruit volgt dat er bij
jedere klasse C < M(Q) een unieke minimale algebra F en een unieke minimale
o-algebra 4 bestaan, die C omvatten. We noemen F(4) de (o-)algebra voortge-
bracht door C. F(A) is de doorsnede van alle (o-)algebra's die C omvatten.

Als in een ruimte © een o-algebra A is gegeven, dan noemt men het paar

(Q,A) een meetbare ruimte, en de elementen van A meetbare verzamelingen.

Voorbeelden

1.2.1. 2ij ¢ ¢ M(Q) de klasse van alle éénpuntsverzamelingen {w}. De door C
voortgebrachte algebra F bestaat dan uit alle deelverzamelingen van
Q, die Of zelf eindig zijn, Of een eindig complement hebben. De door
C voortgebrachte o-algebra A bestaat uit alle deelverzamelingen van
Q die Of zelf eindig of aftelbaar zijn, Of een eindig of aftelbaar
complement hebben. Steeds zal C ¢ F ¢ A < M(Q). Is Q aftelbaar, dan
geldt A4 = M(Q), en is Q eindig, dan geldt F = 4 = M(Q).

1.2.2. Zij Q = R1, en zijn C1 de klasse van alle cellen, dwz. intervallen
van de vorm (a,b] met -» < a < b < ». Hierbij stellen we (a,»] = (a,=)
en (a,a] = (. De doorsnede van twee cellen is weer een cel, maar 01

is niet gesloten onder het vormen van complementen en verenigingen.



1.2.3.

De door C'1 voortgebrachte algebra F1 bestaat uit alle verzamelingen
die als vereniging van eindig veel cellen geschreven kunnen worden.
Een dergelijke verzameling kan altijd als vereniging van eindig

veel disjuncte cellen geschreven worden. De door 01 voortgebrachte
o-algebra B1 heet de o-algebra van Borel in R1, zijn elementen de
Borel-verzamelingen in R'. B' bevat onder meer: alle intervallen,
alle open verzamelingen, alle eindige of aftelbare verzamelingen.
Zie bv. [2] voor een voorbeeld van een deelverzameling van R1 die
niet tot B1 behoort.

Als D1 de klasse van alle intervallen van de vorm (-<,al met

-©» < g < »is, dan is D' bevat in C‘. De door D1 voortgebrachte
(o-)algebra is dus ook bevat in de door ¢! voortgebrachte (o-)alge-
bra. Daar echter elke cel (a,b] = (-=,b] n (==,a1%, moet de door D
voortgebrachte (o-)algebra zeker 01 omvatten. Derhalve brengen D1

en 01 dezelfde (o-)algebra voort.

Zij Q = Rk. We schrijven de elementen van Q als vectoren:

w = (w1,...,wk), a = (a1,...,&k) etc. Verder definiéren we

o= (0,,.,,,©), —a = (-a1,...,—ak) en betekent a < b dat a; < b; voor
i=1,...,k. Als nu voor -» < a < b < = de cel (a,b] gedefinie&rd

is door

(a,b] = {w: w; € (ai,bi], i=1,...,k},

en Ck de klasse van alle cellen is, dan is de door Ck voortgebrachte
algebra Fk net als boven de klasse van alle deelverzamelingen van
die als eindige vereniging, of - wat op hetzelfde neerkomt - als
eindige disjuncte vereniging van cellen geschreven kunnen worden.
De dﬁor C"k voortgebrachte o-algebra Bk heet de o-algebra van Borel
in R , zijn elementen de k-dimensionale Borelverzamelingen.

Definiéren we verder Dk als de klasse van alle cellen van de
vorm (-~,a] met = < a < =, dan kunnen we een willekeurige cel (a,b]
weer uitdrukken in elementen van Dk. Daartoe voeren we punten
c5 = (cj1,...,cjk) in, gedefini&erd door

Ibi als i # J

c. =

I3 1ai als i = j, 1,5 = 1,2,...,k.



Nu is gemakkelijk in te zien dat

k
(a,b] = (==,b1 n (U (==,c.])C.
‘21 3
dJ
De door Dk voortgebrachte (o-)algebra moet Ck dus omvatten. Omdat
echter D;k c Ck, volgt ook nu dat Fk en Bk zowel door Dk als door Ck

worden voortgebracht.

Opgaven

1. Bepaal voor ieder van de volgende definities van C ¢ M(Q) de door C voort-
gebrachte algebra en o-algebra:
a) C bestaat uit een enkele niet-lege verzameling A < Q
b) C bestaat uit alle verzamelingen die een gegeven verzameling A omvatten;
¢) C bestaat uit alle verzamelingen die in een gegeven verzameling A be-

vat zijn;

d) C bestaat uit alle verzamelingen die tenminste &&n punt gemeen hebben

met een gegeven verzameling A.
2. Bewijs dat iedere eindige algebra een o-algebra is.

3. Bepaal de door C voortgebrachte algebra en o-algebra als § = R2 en C
bestaat uit:
a) Alle verzamelingen die bevat zijn in een verticale 1lijn, d.w.z. A € C
dan en slechts dan als er een a € R1 is, zodanig, dat x = a als
(x,y) € A3

b) Alle verzamelingen van de vorm {(x,y) : x ¢ (a,b]} met —» < a <®

A
8

1.3. PRODUCTRUIMTEN

Als A1,A2,...,Ak willekeurige, niet noodzakelijk tot é&n en dezelfde
ruimte behorende verzamelingen zijn, dan is hun productverzameling de ver-

zameling van alle geordende k-tallen (w1,w2,...,wk) met w, € Ao, € A2,...,

wk € Ak:

A

1 1

nax

. = A1><A2X...><Ak = {(w1,w2,...,mk):mi € Ai’ i=1,2,...,k}.
i



Als 91,92,...,Qk gegeven ruimten zijn, dan noemen wij Q = Q1XQ2X...XQk hun
productruimte. Nemen wij A.,B. < Q. voor i = 1,2,...,k, dan zijn A XA Xoo XA
171 i 172

o
en B1XB2X...XBk deelverzamelingen van deze productruimte en

(1.3.1) (A XA2X...XAk) n (B1xB XX

s B ) = (A1nB1)X(A2nB2)X...X(Akan),

1

(1.3.2) (A1XA2X...XAk)C = (Aﬁxﬂzx...xnk) u (A1xAgxg3x...x9k) U

[¢]

e U AR XY X ) U (A1X...XAk_1XA;).

Uiteraard is niet iedere deelverzameling van Q een productverzameling.
Als nu F1,F ,...,Fk algebra's van deelverzamelingen van resp.
91,92,---,Qk zijn, dan volgt uit het bovenstaande dat de klasse van alle

eindige (disjuncte) verenigingen van verzamelingen van de vorm A1XA2X...XAk

met Ai € Fi, i=1,2,...,k, een algebra van deelverzamelingen van de product-—

ruimte Q1X92x...xﬂk is. We noemen deze algebra de productalgebra van

F1,F2,...,Fk. De productalgebra van k o-algebra's A1,A A in resp.

PYTRERY
91’92"°"Qk is niet noodzakelijk een oc-algebra. De o-algebra die door deze

productalgebra wordt voortgebracht heet de product-oc-algebra A1XA2X...XAk.
De meetbare ruimte (Q1x...xnk, A1X...XAK) heet de meetbare productruimte
van de meetbare ruimten (91’A1):(QZ’AQ)""’(Qk’Ak)‘

Het voorgaande kan gemakkelijk worden gegeneraliseerd tot producten met
oneindig veel "factoren". Wij beperken ons daarbij tot aftelbare producten:
De productverzameling AxAX... is per definitie de verzameling van alle

oneindige rijen w = (w1,w ..) met w; € A, voor i=1,2,...

2"

Het product Q1XQ2X... van een rij gegeven ruimten 91,9 noemen wij weer

2,...

k+1x"' met ACQ1XQQX...XQk

pXeee Als hierbij de

verzameling A, de basis van de cylinderverzameling, zelf een productverza-

hun productruimte. De verzamelingen van de vorm AxQ

en k < « noemen wij de cylinderverzamelingen in Q%

meling A1XA2X...XAk met A1 € 91, A2 € 92,..., Ak € Qk is, dan spreken wij van
2,...,Ak. Laten nu F1,F

algebra's in resp. 91422,... zijn. Dan is de klasse van alle eindige

een productcylinderverzameling met zijden AlLA PYTED

(disjuncte) verenigingen van productcylinders A1XA2x"'xAkXQk+1ka+2x"° met
zijden Ai € Fi’ i=1,2,...,k, k < », een algebra in de productruimte

Q2% .. 3 de productalgebra van F,F, . Deze productalgebra kan ook

> PERRE
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beschreven worden als de klasse van alle cylinderverzamelingen AXQk+1XQk+2X...
waarvan de basis tot de productalgebra van F1,F2, ..,Fk behoort. De product-
algebra van een rij o-algebra's Ai in Qi’ i=1,2,..., is in het algemeen

geen o-algebra. De o-algebra die door deze product algebra wordt voortge-
bracht is de product-c-algebra AxAy%... 5 en (leﬂex...,A1xA2x...) is de
meetbare productruimte van (91,A1), (92,/12),...

Voorbeelden
.. 1 1 1 1 1 .
1.371. Zij Qi =R, Di =D, Ci =C, Fi =F, Ai =B voor i = 1,2,...,k
(Zie voorbeeld 1.2.2 en 1.2.3 voor de notatie.)
Dan volgt:
k

QX% . .xQ = R

Dk

ck AxAx xAk A € 1,i=1,...,k};

1
-
-
-
=
—
we

{A1XA2X...XAR: A; € DT, is=

Fk is de productalgebra van F1,E2 ..,F en wordt voortgebracht zowel

door Dk als door C‘k en ook door de klasse {A xA X, XAk A € 1,

i=1,...,k}.

Bk = A1XA X...XA en wordt voortgebracht door ieder van de hierboven
genoemde klassen en ook door de klasse {A XA X, XAk A € B

i=1,...,k}.
1.3.2. 7i5 9. =R',D. =D, C.=C,F. =F, A4, =B = 1,2
.3.2.2ij @, =R, D, =D, C, =C,F, =F, A = voor i = 1,2,...

De productruimte, die bestaat uit alle oneindige rijen van reéle ge-
tallen noemen wij R". Voorts definidren we:

. . .. . 1
Dm: de klasse van alle productcylinders 1n R met zijden in D .

0o

C : de klasse van alle productcylinders in R” met zijden in CT.

F*: de klasse van alle productcylinderverzamelingen in R met zijden

in F1.

F : de productalgebra van F1,F .3 F~ is de klasse van alle cylin-
derverzamelingen in R met basis in Fk k < ©» en al deze cylinder-
verzamelingen kunnen geschreven worden als elndlge (disjuncte)
verenigingen van verzamelingen uit .

B : de klasse van alle productcylinderverzamelingen in R* met zijden

in BT.
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+ .
B : de productalgebra van 4,,A.,... 3 B 1is geen o-algebra en bestaat

2

=17

1
R, PRI U 4 YL SN
uLL allc cinalge (aisjurcu

~

. - . U
Verenligingen van verzamellingen ult B .

)

B : de product-c-algebra van 4,455+ .3 We noemen B” de o-algebra van

Borel in R en zijn elementen de Borel-verzamelingen in R™.

De productalgebra F wordt voortgebracht door ieder van de klassen
o

D, Cm, F*. De product-o-algebra B” wordt voortgebracht door ieder
00 * oo * +

van de klassen D, C, F , F , B, B .
1.3.3. 2ij 9, = 0,1}, 4; = M(8;), i = 1,2,... . De productruimte {0,1} =

= Q1><Q2><. . .x{lk bestaat uit alle geordende k-tallen (ou1 5o ,mk) met

w; =0 of 1, i=1,...,k, en A1xA2x...xAk = M(QTXQ x...xnk). De pro-

2

ductruimte {0,1}°° = Q1Xng... bestaat uit alle oneindige rijen

w = (w1,w ) met ws =0of1,1i=1,2,..., en de productalgebra

sens
van A1,A2€... bestaat uit alle cylinderverzamelingen. Deze product-
algebra is geen og-algebra.
Opgaven

1. Stel dat E = A x B, E1 = A1 x B1 en E2 = A2 x B2 niet-lege deelverzame-
lingen van 91 x 92 zijn. Bewijs dat E = E1 u E2 en E1E2 = ¢ dan en slechts
dan als Of A = A1 u A, A1A2 =@ en B= B1 = B, of A = A=A,

B=B uB,enBB, = @.

2. 7213 Ai een (o)-algebra van deelverzamelingen van Qi, die wordt voortge-
bracht door een klasse Ci met de eigenschap dat Qi € Ci’ i=1,2,...,k.
Bewijs dat de product-(o-)-algebra wordt voortgebracht door de klasse
{A1xA2x...xAk: AT i= 1,...,ki. .

3. Bewijs dat de o-algebra van Borel B in R wordt voortgebracht door de
klasse van de open verzamelingen.

4. Bewijs dat in de meetbare productruimte (Q = {O,1}m, A= A1XAZX...) van

voorbeeld 1.3.3. de volgende verzamelingen meetbaar zijn:

{w: w; = 0 voor i > n}
{w: § w. <},
1
{w: z w. 27 <=},
71
{w: lim =} w, = l&
i 27"
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1.4. MEETBARE FUNCTIES

7Zij £ een functie op een ruimte 91 met waarden in een tweede ruimte
Q- Het inverse beeld f—1(A) van een verzameling A c 92 is per definitie
{w1: f(m1) e A}. Gemakkelijk is in te zien dat £ a11e verzamelingstheore-

tische operaties bewaart:

£7(a%) = (7' a)° . Acay
-1 -1
£ (U At) = U f (At), AL €0y t €T
teT teT
-1 -1
£ (n At) = n f (At)’ At € 92, t e Ty

teT teT

voor een willekeurige, eindige of oneindige indexverzameling T. Wij beschou-
wen functies op een meetbare ruimte (QT’ A1) met waarden in een tweede meet-
bare ruimte (92, A2). Een dergelijke functie f heet A1-A2—meetbaar, of kort-

weg meetbaar, als f_1(A) e A, voor alle A € A2. Definiéren wij de door f in

e, getnduceerde c—-algebra f—1(A2) = {f_1(A): A e A2} (dit is een o-algebra!),

dan kunnen wij ook zeggen dat f dan en slechts dan meetbaar is als
f_1(A2) c A1. Wanneer aan deze eis voldaan is voor een functie f die slechts

op een (meetbare) deelverzameling Q; van Q., gedefinieerd is, dan zeggen we

dat f meetbaar is op Q!. Als de o-algebra A2 wordt voortgebracht door een

]
klasse 02, dan is de eis dat f-1(02) = {f'1(B): B e 02} c A4 nodig en vol-

doende voor de meetbaarheid van f: Nodig omdat f_1(02) c f"1(A2) en voldoende
omdat de klasse {A c Q.: f-1(A) € A1} een o-algebra is en 02, en derhalve

2

ook A2, omvat. Als (Qi, Ai), i=1,2,3, meetbare ruimten zijn en f: Q. > Q2

1

en g: R, - Q, resp. A1 - A2 - en A2 - A_ - meetbare functies zijn, dan is

2 3 3
ook de samengestelde’ functie g(f), gedefinieerd door g(f)(w1) = g(f(w1))

voor w, € 91, meetbaar, en wel 4, - A3 - meetbaar.

I;dien Q, of @, de ruimte Rﬁ (1 <k <») is, dan zal meetbaarheid in het
hierna volgende zondere nadere aanduiding steeds betrekking hebben op de
o-algebra van Borel Bk. Daar Bk wordt voortgebracht door Dk volgt uit het
voorafgaande:

Een redle functie f op een meetbare ruimte (Q,4) is dan en slechts dan meet-

baar als {w: f(w) < a} € 4 voor alle a € R1; daar steeds § ¢ A en Q € 4, is

de functie f = a, a € R1, meetbaar ongeacht de keuze van A. Een functie f op

I
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een meetbare ruimte (Q,4) met waarden f(w) = (f1(w),...,fk(m)) ¢ BF (k<o)
of met waarden f(w) = (f1(w),f2(w),...) € R is dan en slechts dan meetbaar
als {w: fi(m) < a} € A voor alle a ¢ R1 en a;le i, d.w.z. als ieder der reéle
functies f; meetbaar is; de functie f = a, a ¢ RE (12k <») is steeds meet-
baar. Een meetbare functie op K" met waarden in Rk noemen wij een Borelfunctie.
Voor een continue functie f op K" met waarden in Rk is de verzameling

{w: fi(m) < a} voor alle a ¢ R1 en alle i gesloten; daar B! de gesloten ver-
zamelingen in R1 bevat, zijn alle continue functies Borelfuncties.

Wil men toelaten dat reg€le functies ook de waarden « en -« kunnen aan-
nemen, dan dient men in het voorgaande R‘I overal te vervangen door zijn
afsluiting §1 = R1 U {«} u {~»}. In plaats van B1 beschouwt men dan 31, de
o-algebra van Borel in §1, gedefinigerd als de minimale o-algebra die zowel
B! als de beide verzamelingen {«} en {-=} bevat. B! wordt dus voortgebracht
door de klasse ﬁ1 van alle intervallen van de vorm [-~,a] met a € R1. Geheel
analoog kan men ook ﬁk en Ek definiéren. WiJj merken nog op dat in §1 voor
de elementen » en -» de volgende rekenregels die met limietovergangen cor-

responderen, gelden:

a + o= 1im (a+x) = #o voor - < a <o 3
X->00

oo+oc=oo’ - ® = ® =T —0o)

o yoor 0 < a < e«
a.0 = —g.(=o) = 1lim (ax) = 0 voor a = 0

X-»0

- yoor - < a < 0;
©,© = (_co).(_oo) = oo’ -0 W = =0 ;
2 -+ 1im (i) =0 voor -» < a < «,
oo X

x>0
Met name geldt dus 0. = 0, doch »-» en ; zijn niet gedefinieerd.

Beschouw twee eindige re&le meetbare functies f en g op een meetbare
ruimte (Q,4). De functies h1(x,y) =x+yen he(x,y) = xy van de reéle
variabelen x en y zijn continu en dus Borelfuncties. Derhalve zijn de samen-

gestelde functies h,(f,g) = f + g en h.(f,g) = f.g meetbaar. Evenzo is ook

1 2
f/g meetbaar op de verzameling {w: g(w) # 0} waar deze functie is gedefinieerd.
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Indien wij voor f, g, f+g, f.g en f/g de waarden = en -~ toelaten, dan zijn
f+g, f.g en f/g weliswaar niet noodzakelijk overal (c.q. op {w: glw) # 0})
gedefinigerd, doch onze conclusies omtrent meetbaarheid blijven gehandhaafd.

Voor een rij redle meetbare functies f1,f2,... op een meetbare ruimte
(Q,4) geldt

{w: sup fn(w) zal= 0N {w: f (w) <a}e4a
n n=1 n -

zodat sup fn, en dus ook inf fn = - sup (—fn), meetbaar zijn. Hetzelfde

geldt voor lim sup f en lim inf f , daar
n n n n

llmnsup fn = inf sup f .
n m>n

De verzameling C van alle v e  waarvoor lim fn(m) bestaat is meetbaar, daar
n-oo
1lim sup fn en f = 1lim inf fn meetbaar zijn en dus

f

Q
n

{w: o) = f(w)

@} u {w: Flu) = -=} v {w: Flu)- f(w) = 0} € 4.

De functie T

lim fn, gedefinieerd op C, is daar gelijk aan f en dus meet-
n->oo

baar op C. Ook z fn is dus meetbaar op de verzameling waar deze functie ge-
definieerd is.
Iedere meetbare reéle functie f op een meetbare ruimte (Q,4) die

slechts eindig veel waarden aanneemt, is van de vorm
n
f = z a; I, met A1,...,An disjunct, Ai e Avoor i =1,2,...,n enn < »,

Wij noemen zulke functies elementaire functies. Iedere meetbare niet-nega-
tieve functie f is de puntsgewijze limiet van een niet-dalende rij niet-

negatieve elementaire functies fn. Men kan bijvoorbeeld

k=1 2% fer Bl <o) <

ot 2
kiezen. Tenslotte is iedere meetbare re8le functie f te schrijven als het

X
n

}

. + - . . . + -
verschil f - f van twee niet-negatieve meetbare functies f en f , waar-

bij
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£ (0) = max(£(w),0), £ (0) = - min(£(w),0).

+ - ..
We noemen f en f het positieve resp. negatieve deel van f.

Stelling 1.4.1
Zij (91,A1) een meetbare ruimte met de eigenschap dat A1 de o-algebra
is, die in 91 wordt geinduceerd door een functie g op 91 met waarden in een

meetbare ruimte (92,A ): Ay = g—1(A2). Dan is een reéle functie f op (91,A1)

2
dan en slechts dan meetbaar als er een meetbare re&le functie h op (92,A2)
is, zodanig dat f = h(g).
Bewigjs:

Als er een dergelijke functie h is, dan geldt voor iedere Borelverza-

meling B € B1:
-1 -1, -1
£ (B) =g (b (B)) e4,,

wegens de meetbaarheid van g en h, en dus is f meetbaar. ZiJ nu gegeven dat

f meetbaar is. We dienen dan de existentie van een functie h met de boven-

genoemde eigenschappen aan te tonen. We beschouwen daartoe de volgende ge-

vallen:

a) f = I,, een indicatorfunctie, noodzakelijk met A ¢ A . Daar A, = g_1(A2),
is er een B € A2, zodanig dat A = g_1(B). Maar dit betekent dat

f(m]) = IB(g(m1)) zodat I_ een functie met de gezochte eigenschappen is.

B

) E
b) £ = a.
71

IA , een elementaire functie. Op grond van a) weten wij dat er
i

meetbare functies h; op &, zijn, zodanig dat I, = hi(g), i=1,2,...,n.
i

n
Maar dan is ook de functie h = Z a; hi meetbaar op
1

, en f = h(g).

e¢) f is niet-negatief. Er zijn dan elementaire functies fn zodanig dat

f(m1) = lim fn(m1), w, € Q. Voorts is f = hn(g) met h meetbaar op Q.

n->oo
Derhalve bestaat 1lim hn(w2) voor alle w, € {g(w1): w, € 91}. Definiéren
wij nu e
1im h (wz) als deze limiet bestaat,
() = {2
h wy) =

0 anders,
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dan is h meetbaar op de hele ruimte 02, en T = h(g).

+ - .
d) Door c) tenslotte toe te passen op £ en f volgt de bewering voor een

willekeurige meetbare f.

Opgaven
1. Bewijs'dat een functie f = (f1,f2,...) op een meetbare ruimte (Q,4) met

waarden in een meetbare productruimte (Q1XQ X L., A1xA2X...) dan en

2
slechts dan meetbaar is als f.: (2,4) ~ (Qi,Ai) meetbaar is voor
i=1,2,0.. .

. w . 1. . .
2. Als f een continue reéle functie op R is met lim f(x) = 1lim f(x) = 0,

X Xm0
n

dan is er voor iedere € > 0 een elementaire functie g = z a; IA met de
i
eigenschap dat de Ai eindige disjuncte intervallen zijn en dat
[f(x) - g(x)] < € voor alle x ¢ R'.
3. Geef een constructief bewijs van stelling 1.L4.1 voor het speciale geval
dat 92 aftelbaar is met A2 = M(QZ)'
1.5. MATEN

Een maat p is een reéle functie op een klasse C van deelverzamelingen
van een ruimte Q met de eigenschappen
(i) u(A) is eindig voor tenminste één A e C;
(ii) wu(A) > 0 voor alle A € C;
(i) u is o-additief, dwz. w(U A ) =

1 o
A1,A2,... e C waarvoor ook U A

©
; u(An) voor iedere disjuncte rij
e C.
De maat p heet eindig als u(A) eiédig is voor alle A ¢ C, en o-finiet als
er verzamelingen A1,A2,... € C zijn, zodanig, dat Q = UAn en u(An) <
voor alle n.

In veel gevallen blijkt het mogelijk een gegeven maat op een klasse C

voort te zetten tot een maat op de door C voortgebrachte c-algebra.

Stelling 1.5.1. (Carathéodory)
Als m een maat is op een algebra F c M(Q), dan kan m worden uitgebreid
tot een maat p op de door F voortgebrachte o-algebra A (d.w.z. er bestaat

een maat p op 4 met p(A) = m(A) voor alle A ¢ F). Als m o-finiet is, dan is
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deze voortzetting uniek, en is er voor iedere € > O en iedere A € 4 met
u(A) < ©» een B ¢ F zodanig, dat u{AAB) < ¢
lu(A) - u(B)| < e.

In het volgende beschouwen wij uitsluitend maten op o-algebra's. Als

retgeen inhoudt dat

(Q,4) een meetbare ruimte en p een (eindige, o-finiete) maat op 4 is, dan
heet (Q,4,u) een (eindige, o-finiete) maatruimte. Een verzameling A ¢ A met
u(A) = 0 heet een u-nulverzameling, en een bewering P(w) die juist is voor
alle w € Ac, waarbij A een u-nulverzameling is, heet u-bigna overal juist.

Voor verzamelingen A, B, A1,A2,... e A geldt:

(1.5.1) (@) = o3
(1.5.2)  u(a) + u(a®) = u(Q);
(1.5.3)  u(A) < u(B) als A < B,
p(B-A) = u(B) - p(A) als bovendien p(A) < oo

+

n o
Youla ), w(UA) <

u(a )s
1 1 B

n

fin

n
(1.5.4) u(? Al)

—r~18

(1.5.5)  wu(lim A )
ook als A1,A

lim u(An) als A ,A,,... een stijgende rij is, en

52++- €en dalende rij is met u(An) < ®» yoor voldoend
grote nj;

(1.5.6) u(lim inf An)

(1.5.7)  u(lim sup An) > lim sup u(An) als u(U Am) < » yvoor voldoend
n

I

lim inf u(An);

©

grote nj ©

(1.5.8)  u(lim An) = lim u(An) als lim An bestaat en u(U Am) < ®» yvoor vol-
n

doend grote n.
Voorbeelden

1.5.1. 2ij N = {w1,w ..} een eindige of aftelbare deelverzameling van

2%
een ruimte Q en laat bij iedere w; € N een getal m, > 0 gegeven zijn.

Als y gedefinieerd is door

w(a) = §m I(w), Aca,
i
dan is p een maat op (Q,M(Q)). Men noemt een dergelijke maat een
discrete maat. In feite wordt u geheel vastgelegd door de eis dat

u(n®) = 0 en u{mi} = m, voor i=1,2,... . Als in het bijzonder
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1.5.3.
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m, = 1 voor alle i, zodat u(A) gelijk is aan het aantal elementen

van A.n N, dan noemt men u de telmaat op N.

Lebesgue maat op ®',8") n

Voor iedere disjuncte vereniging A = ? (ai,bi]'van cellen definiéren
wij 1(A) = E (bi—ai):; o, Hiermee is 1 als functie op F' ondubbel-
zinnig gede;inieerd. Men kan aantonen dat 1 een o-finiete maat op

F1 is. Er is dus wegens stelling 1.5.1 een unieke voortzetting A1

van 1, die een maat op de Borel verzamelingen is. A1 heet de Lebesgue
maat op B1 en is op grond van zijn constructie de enige maat op B1
die aan ieder interval zijn lengte als maat toekent.

In feite kan 1 tot een maat op een nog grotere c-algebra L, de
o-algebra van de Lebesgue-meetbare verzamelingen,worden uitgebreid.
Men kan aantonen dat er biJj iedere verzameling L € L een Borel ver-
zameling B is zodanig, dat L A B bevat is in een A‘—nulverzameling
in B'.

Lebesgue-Stieltjes maat op (R1,B1)

7Zij F een reéle, niet-dalende, rechtscontinue functie op R1, en
laten F(x) en F(-») gedefinieerd zijn als de limieten van F(x) voor
X > ® resp. X > -, Door nu m(A) = E (F(bi) - F(ai)) te stellen voor

1

iedere disjuncte vereniging A = (ai’bi] van cellen, krijgen wij

—-—CcB

evenals boven een ondubbelzinnig gedefinieerde o-finiete maat m op
F‘. De unieke voortzetting u op B1 van m heet de Lebesgue-Stieltjes
maat behorende bij de gegeven functie F. p is de enige maat op B1,
die aan iedere cel (a,b] het verschil F(b) - F(a) als maat toekent.
Neemt men F(x) = x, dan wordt p de Lebesguemaat op B1. Ook hier geldt
dat men m kan voortzetten tot een grotere o-algebra Bu, de o-algebra
van de u-meetbare verzamelingen, die gekarakteriseerd wordt door de
eigenschap dat er bij iedere A ¢ Bu een B ¢ B1 is, zodanig dat A A B
in een p-nulverzameling in B1 bevat is.

Omgekeerd kan men bij iedere maat p op B1, die elk eindig inter-
val eindige maat toekent, een niet-dalende, rechtscontinue functie F

vinden zodanig dat u(a,b] = F(b) - F(a) voor iedere cel (a,bl.
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Men neme bijv.
r u(xO,x] als x > Xy
F(x) =

—u(x,xO] als X < Xy

waarbij x . een willekeurig doch vast gekozen reéel getal is. F wordt

0
op een additieve constante na uniek bepaald door u: Als F en G beide
voldoen, dan is er een constante c zodanig, dat F(x) = G(x) + c.
Iedere maat op B1 die aan iedere eindige cel eindige maat toekent,

is dus een Lebesgue-Stieltjes maat.

. . k
1.5.4. Lebesgue-Stieltjes maat op (R ,Bk)

Analoog aan het voorgaande noemt men een maat uy oOp Bk, met de eigen-
schap dat u(a,b] eindig is voor iedere eindige cel, d.w.z. voor iedere cel
(a,b] met a = (a1,...,ak
maat. Voor de constructie van een dergelijke maat gaan we uit van een reéle

) enb = (b1""’bk) eindig, een Lebesgue-Stieltjes

functie F op Rk, die niet-dalend en rechtscontinu is in ieder van zijn ar-
gumenten. Dit is echter nog niet genoeg. Voor i = 1,2,...,k en ieder getal
(

d > 0 definiéren wij de differentie-operator A é door

(i) -
Ay F(x) = P(x , xi+d, Xi+1""’xk) - F(X1a°°"xk)°

1,...,Xi_1

Verder definiéren wij

ék) A(k_1) - A£1)
k Pxei 1

voor iedere cel (x,x+h], zonodig via een limietovergang als é&n of meer

m(x,x+h] = A F(x)

codrdinaten van x of h oneindig zijn. We eisen nu dat deze functie m op Ck

niet-negatief is. Gebruik makend van het feit dat iedere verzameling in Fk

te schrijven is als een eindige disjuncte vereniging van cellen, kunnen we

m via additiviteit ondubbelzinnig definiéren op Fk. De aldus verkregen func-

tie m blijkt een o-finiete maat op Fk te zijn. Zijn unieke uitbreiding u op

Bk is de enige maat op Bk met u = m op Ck. Omgekeerd is er bij iedere

Lebesgue-Stieltjes maat u op Bk een functie F op Rk, die aan alle hierboven

gestelde eisen voldoet, en die via de geschetste constructie weer tot u voert.
- Nemen wij F(x1,...,xk) = Xy Xpee X, dan is aan alle eisen voldaan.

Voor eindige cellen (a,b] blijkt m(a,b] =T (bi_ai)‘ De corresponderende

1
maat A\X heet de Lebesgue-maat op BX.
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Heeft men een aantal o-finiete maatruimten (Qi,Ai,ui), dan definieert
men een productmaat u = My X HpXe .. Xl OD de product-meetbare ruimte.
(Q,4) = (Q1X...XQK,A1X...XAK). Men gast daarbij als volgt te werk. Eerst
definieert men m(A1X...XAk) = u1(A1) u2(A2) cee uk(Ak) voor alle product-
verzamelingen A1X...><Ak met Ai € Ai’ i=1,2,...,k. Vervolgens definieert
men m(A) voor A in de productalgebra F van A1""’Ak via additiviteit door
A als eindige disjuncte vereniging van zulke productverzamelingen te schrij-
ven. Deze definitie van m is ondubbelzinnig en maakt m tot een o-finiete
maat op F. De productmaat y is nu per definitie de unieke voortzetting van
m op A. y is dus de unieke maat op A met de eigenschap dat u(A1X...XAk) =
u1(A1) u2(A2) cee uk(Ak) als A; € 4, i=1,2,...,k.

Men noemt (Q,4,u) de product maatruimte van de (Qi,Ai,ui).
De product maatruimte (2,4,u) van een oneindige rij maatruimten

Cﬂi,Ai,ui), i=1,2,..., kan men slechts op zinvolle wijze definiéren als

pi(ﬂi) = 1 voor alle i. Men neemt dan Q = 91 x 92 X ... en A = A1 x A2 X v
Voorts definieert men m(A) = u1(A1) u2(A2) vee uk(Ak) voor iedere product
cylinder A = A1 x A2 X a.. X Ak x Qk+1 X ..., met zijden Ai € Ai,

i=1,2,...,k < @, waarna men deze definitie via additiviteit uitbreidt tot
willekeurige verzamelingen in de product algebra F van A1,A2,... . De zo
verkregen functie m blijkt weer een ondubbelzinnig gedefinieerde maat op F

te zijn met m(Q) = 1, en de productmaat u is zijn unieke voortzetting op 4.

Opgaven
1. Zij F een niet-dalende rechtscontinue functie op R1 en zij u de bijbe-

horende Lebesgue-Stieltjes maat op B1.

Bewijs voor willekeurige a < b:

u(a,b) = F(b-0) - F(a),

ula,b) = F(b-0) - F(a-0),
ula,bl = F(b) - F(a-0),
u{a} =F(a) - F(a-0).

2. Laat zien dat (Rk,Bk,Xk) de product-maatruimte van k exemplaren van
®',8"2") is.

3. Zij F een niet-dalende rechtscontinue functle op R en zij uy de corres-
ponderende Lebesgue-Stieltjes maat op B , 1= 1,2,...,k. BeW1JS dat de

productmaat by X X .. X W, op B via de in voorbeeld 1.5.4 beschre-

L)
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ven constructie uit de functie F(x1,...,xk) = F1(x1) F2(x2) een Fk(xk)
verkregen kan worden.

Zij F(x1,...,xk) = min(x1,...,xk). Bewijs dat F aan alle in voorbeeld
1.5.4 gestelde eisen voldoet en dat de door F bepaalde Lebesgue-Stiel-
tjes maat p op B* de eigenschap heeft dat p(A) = O voor iedere A e BX die
geen enkel punt gemeen heeft met de hoofddiagonaal.

A= {(XT"”’Xk) P X, =X, = ... = xk} in RE.

. Bewijs: k

k- } 35
i=1 . . s
F(X]+J1h1,X2+J h cea Xty ).

: 1
m(x,x+h] = z ohose
1:

1
S D)
K0

Schrijf dit uit voor k = 2.
Als (Q,4,u) de productmaatruimte is van de maatruimten (Qi’Ai’ui) met

ui(Qi) =1,i=1,2,..., dan geldt A € 4 en u(A) =T ui(Ai) voor iedere
1

productverzameling A = A1 x Ay x ... met Ai € Ai voor alle i. Bewijs dit.

. 2ij (9,4,u) de productruimte van de maatruimten (Qi,Ai,ui) met

Nl=

Qi = {0,1}, Ai = M(Qi) en vaar yu; gegeven wordt door ui{O}
(i=1,2,...).

Bewijs:

ui{1} =

a) {w} € 4 en p{w} = 0 voor iedere w € Q.
b) E={w: ) w; <@} e A en u(E) = o.

c) De functie f(w) =

—r~18

wy 2™' op @ is meetbaar.

d) zij 6 =8, A =1{A : A e 4, A c E°}, 1(A) = u(A) voor alle A ¢ 4, en
zij T de restrictie van f op Q. T beeldt { één-&énduidig af op (0,1].
fen zijn inverse functie zijn beide meetbaar.

e) A1(a,b] = ﬁ(%_T(a,b]) = u(f-1(a,b]) voor iedere cel (a,b] < (0,11].

f) A1(B) = u(f-1(B)) voor iedere Borel verzameling B < [0,1].
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1.6. INTEGRATIE

We beschouwen in het volgende al dan niet eindige, reéle meetbare
functies op een gegeven maatruimte (Q,4,u). Voor de integraal van een der-

gelijke functie f over Q schrijven wij

J f(w) dp(w), of kortweg I £ du.
Q
Zulke integralen worden als volgt gedefinieerd:

Als f een niet-negatieve elementaire functie is, d.w.z. als
n

f= 2 a. I < o, A.
1 1

met n < », 0 < a,
s ="1= i

1

A e A (i=1,2,...,n) en A1""’An dis-

junct, dan

n
J £ap =] a ul4),
1

met de conventie dat 0.» = ».0 = 0 (zie §1.L4).
Als T een niet-negatieve meetbare functie is, dan is er een rij niet-
negatieve elementaire functies £, zodanig dat 0 < fn(m) 4+ f(w) voor n + =,

we N en

f
J f du = lim J £ du.
n-oo n
Deze definitie is ondubbelzinnig.
Als f een willekeurige meetbare functie is en tenminste é&én van de
. + - e as s .. .
integralen f du en f  du eindig is, dan zeggen wij dat f integreer-

baar is, of ook wel dat de integraal van f bestaat, en

I £ dy = J toau - J £ dp.

Is de aldus gedefinieerde integraal eindig, dan noemen we f sommeerbaar.
De integraal van een meetbare functie f over een verzameling A € A wordt

gegeven door

J f du = I flw) du(w) = J IA(m) flw) du(w)
A A Q
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mits het rechterlid gedefinieerd is. We zeggen dan dat f <ntegreerbaar op
A is, of, als de integraal eindig is, sommeerbaar op A is.
Uit deze definitie van integraal kan men de volgende stelllingen af-

leiden.

Stelling 1.6.1.

a) Voor iedere constante a ¢ §1 en A € A geldt

J a dy = a u(A).
A
b) Als a, b € R1, A e A, en f en g integreerbaar op A zijn en af + bg op A

gedefinieerd is, dan is af + bg ook integreerbaar op A met

J (af + bg) du = a I fdu +b J g du,
A A A
mits het rechterlid van deze gelijkheid gedefinieerd is.
c) Als f en g integreerbaar op A € 4 zijn en f < g u-bijna overal op A, dan
geldt

J fdu < J g du.
A A
d) Als f integreerbaar op A € 4 is, dan geldt

!J{fdu|;J |2 du=Jf+du+Jf_du.
A A A A
e) Als f = 0 p-bijna overal, dan is f integreerbaar en J f dy = 0.
Hieruit volgt in het bijzonder
(i) Als f integreerbaar is en g = f p-bijna overal, dan is g ook inte-
greerbaar en g du = f du.
(ii) Als u(A) = 0, dan is J f dp = 0 voor iedere functie f.

A
Stelling 1.6.2. (monotone convergentie stelling)

Als O é:fn(w) 4+ f(w) voor n » » pu-bijna overal, dan geldt ook

¢
J fn du 4 J f dp voor n - .
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Stelling 1.6.3. (lemma van Fatou)

Als fn > 0 p-bijna overal voor n = 1,2,..., dan geldt

J 1im inf £ du < 1lim inf f £ dus
n n = n n

Als fn 20 p=-bijna overal voor n = 1,2,..., dan geldt

J lim sup fn dp > lim sup J £ du.
n n n
Stelling 1.6.4. (gedomineerde convergentiestelling)
Als fn(w) + f(w) voor n + » y-bijna overal en er een sommeerbare func-

tie g is zodanig dat Ifnl < g p-bijna overal voor alle n, dan is f sommeer-

baar en
J [f - fnl dy > 0 voor n -+ =, zodat
(
J £ du~> J f dy voor n + », uniform in A e A.
A A
Voorbeelden

1.6.1. Lebesgue integralen

Als (Q,4,u) = (R1,B1,>\1), dan noemen wij J f du de Lebesgue integraal

n
van f. Voor een elementaire functie f = Z v IA
1 i
schap dat de verzamelingen Ai disjuncte eindige intervallen zijn volgt uit

met de bijzondere eigen-

de definities dat de Lebesgue integraal en de Riemann integraal gelijk zijn.
Daar de benaderingsprocedure in de definitie van beide type integralen voor
een continue functie op een eindig interval met elementaire functies van dit
speciale type kan worden uitgevoerd, impliceert dit dat de Lebesgue inte-
graal van een continue functie over een eindig interval en de overeenkom-
stige Riemann integraal gelijk zijn.

Nemen wij (Q,4,u) = (Rk,Bk,Ak), dan krijgen wij te maken met Lebesgue inte-
gralen over Rk. Deze vertonen een soortgelijke overeenkomst met Riemann in-

tegralen over Rk.

1.6.2. Lebesgue-Stieltjes integralen
Zij (Q,4) = (Rl,B1) en zij p de Lebesgue-Stieltjes maat die correspon-

deert met een niet-dalende rechtscontinue functie F op R1. We noemen
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J f dy dan een Lebesgue-Stieltjes integraal. Voor een elementaire functie
n
f= ; 3 IAi met A, = (ai,bi] eindig en disjunct (i=1,2,...,n) is de Lebes-
gue-Stieltjes integraal gelijk aan de Riemann-Stieltjes integraal:
n n
= - .) = . .) - . = f dar.
[+ a Lyg wag) = 1y (Flo) - 7la)) I

Evenals boven volgt hieruit dat de beide typen integraal identiek zijn voor

continue functies over eindige intervallen.

1.6.3. Sommen als integralen
Als p een discrete maat is op een verzameling

N = {m1,w } ¢ Q met u{mi} =m,, i=1,2,..., dan is

preee
J f dy = z m, f(mi). Immers, voor f > 0 geldt
i

J f du J f du

N

k
J ii: iZ1 f(wi) I{wi} (w) du(w) =

k k
limJ Loflog) Tr (o) du(w) = lim | m

f(wi).
koo 4 i=1 i ko i=1

™

Stelling 1.6.5. (ongelijkheid van Jensen)
Als g een reéle meetbare en convexe functie op R1 is en f een sommeer-
bare functie op een maatruimte (Q,4,u) met p(Q) = 1 is, dan is de samenge-

stelde functie g(f) integreerbaar en

J g(f) du ;g(J £ du).

Bewigjs:
Een reé&le functie g heet convex op een al dan niet eindig open inter-

val I als
xty, _ glx) + g(y)
g(=*) = 5

voor alle x, y € I. Dit is bv. het geval als g op I een niet-dalende afge-
leide heeft. Men kan bewijzen dat iedere meetbare convexe functie ook con-
tinu is, en dat een continue functie g dan en dan alleen convex op I is
als er bij iedere a ¢ I een getal m(a) is, zodanig dat

g(x) > g(a) + m(a) (x-a) voor alle x ¢ I. Uit het gegeven volgt dus voor

willekeurige a € R1:
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g(f(w)) > gla) + m(a) (f(w) - a), v € Q.

Daar het rechterlid een sommeerbare functie van w is, is g(f) integreerbaar

met

J g(f) & > gla) + m(a) {f £ dp - a},

waaruit de stelling volgt als men a = j f dy invult.

Stelling 1.6.6. (overplantingsstelling)
Zij (Q,4,u) een maatruimte en zij (Q',A') een meetbare ruimte. Als nu

f een A - A'-meetbare functie op Q is met waarden in Q', dan is de functie

p'(A") = w(eT(AN)), A" € A

' een maat op A'. Als verder g een meetbare re&le functie op (Q',A') is, dan
geldt

[ ate) aw= [ gau
Q Q'
in de zin dat de beide integralen bestaan en gelijk zijn zodra é&n van hen

bestaat.

Bewijs:

De bewering dat u' een maat is, is een direct gevolg van het feit dat
f_1 alle verzamelingstheoretische operaties bewaart. De tweede bewering is
in het speciale geval dat g = IA' een indicator functie is niets anders
dan de definitie van u'. Wegens de lineariteit van integralen volgt deze
bewering dus voor elementaire functies g; wegens de monotone convergentie-
stelling voor niet-negatieve meetbare functies g, en tenslotte, via de
splitsing van g in zijn positieve en negatieve delen, voor willekeurige

meetbare g.

Stelling 1.6.7. (Fubini)
Laten (91,41,u1) en (92,A2,u2) twee o-finiete maatruimten zijn, en zij
(R,4,u) de product-maatruimte. Als een re&le functie f op (Q,4,u) meetbaar

en hetzij niet-negatief hetzij sommeerbaar is, dan zijn de integralen

J f(m1,m2) dug(wz) en J f(w1,w2) du1(m1)

o Q1
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u1—bijna overal resp. u2-bijna overal gedefinieerd en A1 resp. A2 meetbaar,

en

J fdus= J {J f(m1,m2) duy(w,)} duy(w,) = J {J £(w,,0,) du, (w,)} duz(mz).
1 % 8 4
7ij (9,4) een meetbare ruimte en laten y en v twee maten op 4 zijn.
Men noemt v u-absoluut continu als iedere p-nulverzameling tevens een v-

nulverzameling is.

Stelling 1.6.8. (Radon—-Nikodym)
Als u o-finiet en v p-absoluut continu is, dan is er een niet-negatieve

p-integreerbare functie g, zodanig dat

v(A) = J g du voor alle A e 4.
A
Als g, en g, twee zulke functies zijn, dan is g, = & p-bijna overal. Als
ook v o-finiet is, dan kan men g eindig kiezen. Men noemt g de dichtheid
van v ten opzichte van u, of ook wel de Radon-Nikodym afgeleide van v naar u.
Men schrijft ook wel g = %&. Als f een reéle meetbare functie is op (Q,4),
dan geldt

dev=ffgdu,

met dien verstande, dat beide integralen bestaan en gelijk zijn zodra &én

van beide bestaat.

Stelling 1.6.9. (Lebesgue)
Als u een Lebesgue-Stieltjes maat is op (Rk,Bk), dan is er een niet-

negatieve meetbare functie f op Rk, zodanig dat, voor Ak—bijna alle x € Rk,

en voor iedere rij k-dimensionale kubussen Kn’ n=1,2,... die x bevatten
en waarvoor lim Xk(K ) =0,
neo n
(k)
lim = f (x).
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Bovendien geldt de ongelijkheid

J £k < u)
B

voor alle B ¢ Bk. Een eindige maat p is dan en dan alleen Ak-absoluut conti-

nu als
J £ af = uw (5.
Rk
In dat geval is QEE =f Ak—bijna overal.
ax

Uit stelling 1.6.9 volgt in het bijzonder dat iedere eindige, niet-
dalende en rechts-continue functie F op R1 A-bijna overal differentieerbaar
is. Is F bovendien begrensd, dan is de bijbehorende Lebesgue-Stieltjes maat u
dan en dan alleen A-absoluut continu als u(R1) = | F'd\, en dan is %% = F'
~ A-bijna overal.

Zij (Q,4) een meetbare ruimte en zij u een maat en N een collectie
maten op (Q,4). Men zegt dat p de collectie N domineert indien iedere v € N

u-absoluut continu is.

Stelling 1.6.10. (domineringsstelling)

Indien N wordt gedomineerd door een o-finiete maat u, dan bestaat er

[+
een rij maten v, € N en een rij reéle getallen c; > 0 met z c; = 1 zodanig
o i=1
dat de maat Z ¢, Vv; eveneens N domineert.
i=1

Bewigjs:

Zonder verlies van algemeenheid veronderstellen wij dat v(Q) > 0 voor
alle v e€ N, zodat ook u(f) > 0. Daar p o-finiet is bestaat er een rij dis-
Jjuncte verzamelingen An € A met u An =Q en 0 < u(An) < » yoor alle n.

De maat {i gedefinieerd door {i(A) = —Eﬁfﬂﬁ—z-is eindig en domineert even-
nu(a ) 2
eens N. Zonder bezwaar kan p dus eindig in plaats van o-finiet worden ver-
ondersteld.
Zij R de klasse van alle maten p = Z ey vy met v. € N en ey > 0 voor
alle i en Z e, = 1. R wordt gedomineerd 3oor u: zij r de dichtheid van
i
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p € R ten opzichte van u. De stelling is bewezen indien wij een Py € R con-
strueren die R (en dus N) domineert.

Zij A, de klasse van alle verzamelingen C € A waarvoor u(C) > O en
waarvoor er een p € R bestaat met dichtheid r(w) > O voor u-bijna alle w € C.
Deze klasse is niet leeg daar {w: r(w) > 0} € AO voor iedere C e R.

Indien CysChseev € Ags €D pspyseee € R 20 zijn gekozen dat ri(w) > 0 voor

p=bijna alle w € Ci’ dan geldt voor e > 0 met X e, = 1 dat
i
p = z c; Py € R dichtheid r = z c; r; ten opzichte van u bezit met r(w) > O
i i

voor u-bijna alle w € uCi. Daar u(Ci) > 0 voor alle i, geldt u(uCi)-> 0,

zodat Y Ci € AO. A_is dus afgesloten onder aftelbare vereniging.
1

0

Kies nu een rij Ci € AO met de eigenschap dat lim u(Ci) = sup u(C)

Cehd

(eindig!). Volgens het bovenstaande geldt CO =Uc; e AO en dus O
i

u(CO) = sup u(C). ZiJ Py € R 2o gekozen dat ro(m) > 0 voor u-bijna alle
CeA
w e CO. Wij zullen aantonen dat deze o R domineert.
Hiertoe beschouwen wij een willekeurige verzameling A € A met pO(A) =0
en een willekeurige maat p € R met dichtheid r ten opzichte van p en bewij-
zen dat p(A) = 0. Zij C = {w: r(w) > 0} dan geldt 0(c®) = 0. Voorts is

pO(AnCO) = 0 daar immers pO(A) = 0 en aangezien ro(m) > 0 voor p-bijna alle

w € CO’ geldt u(AnCO) = 0 en dus p(AnCO) = 0 daar p R domineert. Tenslotte:
als u(AnCSnC) > 0 zou zijn, dan zou A n Cg nCe AO daar immers r > O op C.
Omdat Cy € AO zou dan ook C0 u (AnCSnC) € AO. Anderzijds volgt uit

) = sup u(C), hetgeen inhoudt dat
CeAO

Cyu (AncgnC) ¢ Ay. Uit deze tegenspraak volgt dat u(AncgnC) = 0 dus

C C
u(AnCOnC) > 0 dat u(COu(AnCOnC)) > u(c0

p(AnCSnC) = 0. Daar ook p(c®) = p(AnCO) = 0 geldt p(A) = 0 hetgeen te be-

wijzen was.

Opgaven

1. Bewijs: Als f1,f2,... redle sommeerbare functies op de maatruimte

oo oo
(Q,4,u) zijn en z J lfn[ du < =, dan is de reeks z fn(m) p-bijna overal
1

r 1
absoluut convergent met sommeerbare som en J (an) dy = z J fn du.

2. 7Zij f een meetbare re&le functie op (Q,4,u). Bewijs dat £ = O u-bijna
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overal als J lfI du = 0, en ook als J f du = 0 voor alle A € A.
A

Als f een integreerbare functie op (,4,u) is en A1,A2,... e A disjunct
zijn, dan geldt:

deu=):deu-

UA oA

n n
Bewijs dit.
(partiéle integratie) Als p en v o-finiete maten zijn op (R1,B1), dan

geldt voor iedere cel (a,b] c R1

J u(a,x] dv(x) + J v(a,x) du(x) = u(a,b] v(a,bl.
(a,b] (a,b]

Bewijs dit en leid hieruit af dat

b b
j £1(x) glx) ax + [ £(x) g'(x) ax = £(b) g(b) - £(a) g(a)
a a

voor continu differentieerbare functies f en g.

- Laten y, en Uy twee maten zijn op een meetbare ruimte (Q,4), en zij

v(A) = u1(A) + u2(A) voor A ¢ A. Bewijs dat v een maat is en dat
J f dv = J f du1 + J f du2 voor alle functies f die zowel uy- als My

sommeerbaar zijn.

Bewijs: b f(b)
g(£(x)) '(x) ar(x) = J gly) ar(y)
a f(a)

als g meetbaar en f strikt stijgend en continu differentieerbaar is op
[a,b].
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2. WAARSCHIJNLIJKHEIDSREKENING

2.1. KANSRUIMTEN

Bij ieder experiment bestaat een uitslagenruimte Q: de verzameling
van alle mogelijke uitkomsten van het experiment. Een eventualiteit A be-
horende bij een experiment is een potentiéle gebeurtenis, die bij de uit-
voering van het experiment, afhankelijk van de uitslag ervan, al dan niet
optreedt, met dien verstande dat het al dan niet optreden van A volledig be-
paald wordt door de uitslag van het experiment. Dit betekent dat er een
1-1 correspondentie is tussen eventualiteiten die bij een gegeven experi-
ment behoren enerzijds en deelverzamelingen van de uitslagenruimte Q van
dat experiment anderzijds. De met een eventualiteit A corresponderende ver-
zameling bestaat uit juist die uitslagen Q, die het optreden van A tot ge-
volg hebben. Op grond van deze 1-1 correspondentie zullen wij in het volgen-
de eventualiteiten en de daarmee corresponderende verzamelingen vereen-—
zelvigen. De verzamelingstheoretische relaties en operaties worden zo rela-

ties en operaties voor eventualiteiten:

Q is de zekere eventualiteit, die bij iedere uitslag van het experiment
optreedt;
@ is de ommogelijke eventualiteit, die bij geen enkele uitslag van het

experiment optreedt;

UAn is de eventualiteit die dan en slechts dan optreedt als tenminste &én
van de An optreedt;

nA_ is de eventualiteit die dan en slechts dan optreedt als alle eventua-
liteiten An optreden;

AAB is de eventualiteit die dan en slechts dan optreedt als precies &én
van de eventualiteiten A en B optreedt;

lim sup An is de eventualiteit die dan en slechts dan optreedt als oneindig
veel van de eventualiteiten An optreden;

lim inf An is de eventualiteit die dan en slechts dan optreedt als al de
eventualiteiten An op eindig veel na optreden;

AcB Dbetekent dat B optreedt als A optreedt, m.a.w. dat het optreden van A
dat van B impliceert;

AB=@ betekent dat A en B niet beide kunnen optreden, m.a.w. dat A en B

elkaar uitsluiten.
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Bij een gegeven experiment wensen wij vaak niet de gehele klasse M(Q) van
alle deelverzamelingen van de uitslagenruimte Q@ te beschouwen, doch slechts
een deelklasse A hiervan. Wel zullen wij steeds veronderstellen dat A afge-
sloten is onder alle eindige en aftelbare verzamelingstheoretische operaties,
d.w.z. dat A een o-algebra is. Wij krijgen dus bij ieder experiment te maken
met een meetbare ruimte (Q,A). Wij spreken hierbij af dat slechts de meet-
bare verzamelingen eventualiteiten genoemd worden.

Stel dat wij een gegeven experiment E, steeds onder dezelfde initiéle
omstandigheden, kunnen herhalen. Zij n(A) het aantal malen dat een bij E
behorende eventualiteit A optreedt indien het experiment n maal wordt uit-
gevoerd; n(A) wordt de frequentie van A geneomd. Het frequentiequotiént of
de relatieve frequentie van A in deze reeks van n realiseringen van het
experiment is dan per definitie

rq(a) = 2&)

In het algemeen vertoont fq(A) bij asangroeiende n allerlei grillige fluctu-
aties. Voert men het experiment nogmaals n keer uit, dan zal men bovendien
bij deze tweede reeks van n realiseringen veelal andere waarden voor fq(A)
vinden dan in de eerste reeks. Nu doet zich echter in de praktijk bij vele
experimenten de omstandigheid voor dat, naarmate n groter wordt, deze fluc-
tuaties van fq(A) binnen één reeks realiseringen van een gegeven experiment,
en ook de verschillen van fq(A) tussen verschillende reeksen realiseringen
van hetzelfde experiment, steeds geringer worden. Men noemt dit verschijn-
sel de empirische wet van de grote aantallen. Het lijkt dus alsof fq(A) bij
een steeds langer wordende reeks herhalingen van ons experiment convergeert
naar een vaste limiet P(A). Dit getal P(A) nu zouden wij de kans van de
eventualiteit A willen noemen. Dit is echter geen houdbare definitie van
het begrip kans. Er is hier immers geen sprake van een limiet in de gebrui-
kelijke zin van het woord omdat men een experiment nu eenmaal niet oneindig
vaak kan herhalen. Men is er daarom toe overgegaan de waarschijnlijkheids-
rekening op axiomatische grondslag op te bouwen door eenvoudig aan iedere
eventualiteit A een getal P(A) toe te kennen en dit per definitie de kans
of waarschijnlijkheid van A te noemen. Willen wij echter het gedrag van

frequentiequotiénten in lange reeksen herhalingen van een gegeven experi-
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ment als achtergrond voor het begrip kans handhaven, dan zullen wij moeten
eisen dat de aldus ingevoerde waarschijnlijkheid de volgende eigenschappen

van frequentiequotiénten ook heeft:

fq(@) = 0, fa(Q) =1
0 < fq(A) <1 wvoor alle A e A

fq(AuB) = fq(A) + fq(B) als A,B € A disjunct zijn.

Daar wij bovendien steeds werken met c-algebra's van eventualiteiten ligt
het voor de hand niet slechts additiviteit maar zelfs c-additiviteit te
eisen. Deze eisen komen er op neer dat de waarschijnlijkheid P een genor—
meerde eindige maat op A moet zijn, d.w.z. een maat op A met de eigenschap
dat P(Q) = 1.

Op grond van deze overwegingen komt men tot de volgende definitie van

wat men een mathematisch model voor een experiment zou kunnen noemen.

Definitie 2.1.1.
Een kansruimte of waarschijnlijkheidsruimte is een genormeerde maat-
ruimte (Q,4,P). De verzamelingen A ¢ A noemen wij eventualiteiten, de ge-

normeerde eindige maat P noemen wij waarschijnlijkheid of kans.

De vraag hoe men Q, 4 en P moet kiezen opdat de kansruimte (Q,4,P) een
redelijk bruikbaar model voor een gegeven experiment is, blijft bij deze
axiomatische opzet van de waarschijnlijkheidsrekening dus geheel buiten be-

schouwing.

Voorbeelden
2.1.1. Alternatief

Een experiment dat slechts twee mogelijke uitkomsten heeft noemt men
een alternatief. Veelal zullen wij de twee mogelijke uitkomsten
"succes" en "mislukking" noemen. Ook duiden wij ze vaak aan met de
cijfers 1 en 0. Een kansruimte die als model voor een alternatief kan
dienen krijgen wij door Q = {0,1} en 4 = M(Q) te nemen. De kansmaat P
op A wordt dan geheel vastgelegd door P(1), de kans op een succes:

Kiezen wij P(1) = pmet 0 < p < 1, dan volgt P(0) = 1 - p.
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Een voorbeeld van een alternatief is het kruis of munt gooien met een
geldstuk, waarbij bv. de uitslag "kruis" een succes genoemd wordt. Als
men de beide mogelijke uitkomsten even waarschijnlijk acht, zodat men

p = 3 stelt, dan spreekt men van een zuivere munt.

2.1.2. Aselecte trekking

Beschouwen wij nu een experiment dat een eindig aantal (r mogelijke)
uitkomsten heeft. Een kansruimte voor een dergelijk experiment kan
men construeren door @ = {1,2,...,r} en 4 = M(Q) te kiezen. Een kans-
maat P op A wordt dan geheel vastgelegd door de keuze van niet-nega-
tieve getallen P(1),P(2),...,P(r), zodanig dat hun som 1 is. Bij veel
experimenten van dit type, bv. het gooien met een dobbelsteen, het
trekken van een kaart uit een goed geschud pak speelkaarten, het
blindelings trekken van een loterijbriefje of een knikker uit een
vaas met r goed doorelkaar geschudde genummerde briefjes of knikkers,
zal men op grond van symmetrie alle mogelijke uitkomsten even waar-
schijnlijk achten, zodat men P(i) = %3 i=1,2,...,r zal kiezen. Men
spreekt dan van een worp met een zutvere dobbelsteen of van een ase-

lecte trekking van 1 object uit een collectie van r objecten.
2.1.3. Aselecte trekking van een getal tussen 0 en 1

In voorbeeld 2.1.2 hebben wij het woord "aselect" gebruikt om aan te
geven dat het experiment een zekere symmetrie vertoonde, met als ge-
volg dat alle mogelijke uitkomsten even waarschijnlijk geacht werden.
Een dergelijke symmetrie kan echter ook aanwezig zijn bij experimenten
met oneindig veel mogelijke uitkomsten. Wij kunnen hierbij denken aan
een continu analogon van een roulette: een ronddraaiende wijzer, die
op zeker moment tot rust komt, waarna men de stand van de wijzer af-
leest op een lineaire schaalverdeling van O tot 1 op de cirkel waar-
langs de punt van de wijzer kan bewegen. Bij dit experiment hebben
wij @ = (0,11, en het ligt voor de hand voor A de c-algebra van alle
Borelverzamelingen in (0,1] te kiezen. De veronderstelling dat alle
mogelijke uitkomsten even waarschijnlijk zijn is nu echter niet vol-
doende om een kansmaat P op A vast te leggen. Uit deze veronderstel-

ling volgt alleen dat iedere &énpuntsverzameling in (0,1] de maat O
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moet hebben. De afwezigheid van enige voorkeur bij dit experiment kun-
nen wij echter ook omschrijven door te stellen dat de kans, dat de
uitslag van het experiment in een gegeven interval (a,b]l < (0,1] valt,
niet van de ligging, maar alleen van de lengte van dit interval af-
hangt. Maar dan moet deze kans evenredig zijn met de lengte van het
beschouwde interval, en, daar Q zelf lengte 1 heeft, zelfs gelijk ziJjn
aan deze lengte. Hiermee is P geheel vastgelegd (zie voorbeeld 1.5.2):
P is de Lebesgue maat op A. Dit voorbeeld verklaart waarom voor de og-
“algebra van eventualiteiten A niet steeds M{Q) wordt gekozen. Weliswaar
zou men in dit geval verder kunnen gaan dan de Borelverzamelingen en
voor A de Lebesgue-meetbare verzamelingen kunnen kiezen, doch de

Lebesgue maat is niet tot M(Q) uit te breiden.
2.1.k4. Aselecte steekproef

Wij beschouwen nu het experiment dat bestaat uit het nemen van een
steekproef van n objecten uit een gegeven collectie van N objecten.
Om de gedachten te bepalen denken wij hierbij aan een vaas met N ge-
nummerde knikkers, waaruit men een steekproef van n knikkers neemt.
Men kan hierbij op verschillende manieren te werk gaan:

a) Na de vaas met inhoud goed geschud te hebben neemt men é&n voor
één n knikkers uit de vaas. Het resultaat noemt men een geordende
steekproef zonder teruglegging. De mogelijke uitkomsten van dit
experiment kan men omschrijven als alle geordende n-tallen van de

vorm (i1,i2,...,in) waarin i1,i "in verschillend zijn en

5o
1< ij <N voor j = 1,2,...,n. Er zijn N!/(N-n)! zulke geordende
n-tallen, en het 1lijkt onder de gegeven omstandigheden redelijk
alle mogelijke uitkomsten even waarschijnlijk te achten. Men komt
zo tot een kansruimte (Q,4,P), waarbij @ uit N!/(N-n)! punten be-
staat, 4 = M(Q) en waarbij de kansmaat P aan iedere &&npuntsver-
zameling de kans (N-n)!/N! toekent; men spreekt dan van een georden—
de aselecte steekproef zonder teruglegging, of wel van n aselecte
trekkingen zonder teruglegging.

b. Na goed schudden neemt men in &&n keer n knikkers uit de vaas. Men

heeft dan een ongeordende steekproef zonder teruglegging. Nu kan

men de mogelijke uitkomsten identificeren met alle verzamelingen
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van de vorm {i1,i2,...,in} met i1""’in verschillend en 1 < ij <N
voor jJ = 1,2,...,n. Daar er (ﬂ) zulke verzamelingen zijn, en het
wederom redelijk lijkt alle mogelijke uitkomsten even waarschijnlijk
te achten komt men nu tot een kansruimte die uit (g) punten bestaat,
die ieder een kans 1/(§) hebben; men noemt dit een aselecte steek-—
proef zonder teruglegging.

De onder a) en b) genoemde kansruimten zijn consistent in de volgende

zin. De eventualiteit in model a) dat de steekproef uit de knikkers

‘i1,iz,...,in bestaat ongeacht hun volgorde, bestaat uit n! punten, te
weten de n! geordende n-tallen die men krijgt als men alle permutaties

van i1,i2,...,in opschrijft. De kans van deze eventualiteit in model a)

is dus n! iﬂﬁ$li-= 1/(§), hetgeen gelijk is aan de kans die dezelfde

eventualiteit.in model b) heeft. Is men uitsluitend geinteresseerd in
eventualiteiten waarbij de volgorde van de n knikkers in de steekproef

geen rol speelt, dan kan men dus naar verkiezing met model a) of b)

werken.

c) Men trekt de knikkers &én voor één, maar steeds legt men de laatst
getrokken knikker, na het nummer te hebben genoteerd, terug in de
vaas, voordat men deze goed schudt en de volgende knikker neemt.

Men krijgt zo een geordende steekproef met teruglegging. Waar in
de gevallen a) en b) noodzakelijk is dat n < N, mag hier n > N zijn.
De mogelijke uitkomsten van het experiment kunnen we identificeren

met de geordende n-tallen (i1,i ,...,in) met 1 < ij < N voor

J = 1,2,...,n, waarbij de ij nizt noodzakelijk verschillend hoeven

te zijn. Het aantal mogelijke uitkomsten is derhalve Nn, en ook

hier is het redelijk aan alle mogelijke uitkomsten dezelfde kans

N toe te kennen; men spreekt van een geordende aselecte steekproef

met teruglegging, of wel van n aselecte trekkingen met teruglegging.

We veronderstellen nu dat r van de N knikkers in de vaas, bv. de

knikkers met de nummers 1,2,...,r, rood zijn en dat de overige w = N-1
wit zijn, en we vragen naar de kans Py dat een aselecte steekproef van
n knikkers precies k rode knikkers zal bevatten. Het antwoord op deze
vraag hangt er uiteraard van af of de steekproef met of zonder terug-

legging wordt genomen. In het laatste geval maakt het echter geen
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verschil of we met model a) of b) werken, omdat de volgorde van de
knikkers in de steekproef hier geen rol speelt. (Dit zou wel het geval
zijn als wij bv. vroegen naar de kans dat de eerste k knikkers in de
steekproef rood zijn en de volgende n - k knikkers wit.)

In het geval dat geen teruglegging plaats vindt zijn er onder de
(g) mogelijke ongeordende steekproeven precies (i) (nik) die uit k
rode en n - k witte knikkers bestaan, zodat
] () (ﬁ_;;).

“k (N)

n

Hierbij zij opgemerkt dat het aantal rode knikkers in de steekproef
uiteraard niet groter dan min(n,r) kan zijn en dat het aantal witte
knikkers in de steekproef niet groter dan min(n,w) kan zijn. Bij sub-
stitutie van een waarde voor k, zodanig dat k > min(n,r) of
n - k > min(n,w), in onze uitdrukking voor Py > vinden wij dan ook
P = 0, dankzij de gebruikelijke conventies voor binomiaalcoé&fficiénten.

Neemt men de steekproef met teruglegging, dan zijn er onder de "
mogelijke resultaten rk wn-k waarbi]j de steekproef k rode knikkers op
k voorgeschreven plaatsen bevat en verder uit witte knikkers bestaat.
Daar men k plaatsen in de steekproef op (i) manieren kan voorschrijven,
bestaat de eventualiteit dat de steekproef precies k rode knikkers be-

vat dus uit (E) £~ wn—k punten, zodat

_ (ny (I k ryn-k
p = () O-5
Het aantal rode knikkers in de steekproef moet uiteraard tussen O en n

liggen. Voor k < 0 en k > n geeft onze formule dan ook pk = 0.

Opgaven

1. Geef een volledige opsomming van de in voorbeeld 2.1.4 a), b) en c¢) ge-
noemde uitslagenruimte Q@ voor N = 4, n = 3. Als de knikkers 1 en 2 rood,
en de knikkers 3 en 4 wit zijn, geef dan in elk van de modellen a), b)

en c¢) aan uit welke punten van Q de volgende eventualiteiten bestaan:
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a) De steekproef bevat alleen rode knikkers

b) De steekproef bevat 1 rode en 1 witte knikker

¢) De steekproef bevat minstens 1 witte knikker.

Beschrijf evenzo voor model c) de eventualiteit dat de steekproef uit
twee verschillende knikkers bestaat. Bereken in ieder van deze gevallen
de kans van de beschouwde eventualiteit.

2. In een meer zit een onbekend aantal vissen. Om dit aantal n te schatten
vangt men eerst m vissen. Deze worden gemerkt en daarna weer in het meer
losgelaten. Enige tijd later vangt men een tweede steekproef van r vissen.
Zij pk(n) de kans dat deze tweede steekproef precies k gemerkte vissen
bevat. Bereken voor vaste k > 0 die waarde van n, waarvoor pk(n) maximaal
is. (Dit getal heet als functie van k = 0,1,... de meest aannemelijke
schatter voor n.)

3. Een hoge hoed bevat N loten met de nummers 1 tot en met N. Hieruit trekt
men aselect en met teruglegging n loten. Bereken de kans dat het hoogste
getrokken lotnummer gelijk is aan k (1 <k <N).

4, Een groep studenten bestaat uit 2N meisjes en 2N jongens. Men verdeelt
deze groep aselect in twee groepen van gelijke grootte. Bereken de kans

dat ieder van deze twee groepen uit evenveel meisjes als jongens bestaat.

2.2. VOORWAARDELIJKE WAARSCHIJNLIJKHEID

Zij gegeven een kansruimte (Q,4,P). Voor A,B € A met P(A) # 0 defini-

eert men de voorwaardelijke waarschijnlijkheid van B gegeven A:

P(AB)
p(A) °

(2.2.1) P(B|a) =

Gemakkelijk is na te gaan dat P(B|A) bij vaste A als functie van B een

kansmaat op 4 is en dat

als B c A,

(@]

P(B|A) =
%%%% als B c A.
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De kansmaat P(+|A) wordt dus uit de oorspronkelijke maat P verkregen door
de maat die P buiten A legt te verwijderen en de resterende maat op de in
A bevatte deelverzameling opnieuw te normeren.

We kunnen deze definitie als volgt motiveren. Stel dat (Q,4,P) een
model is voor een experiment E. We beschouwen dan naast E een nieuw experi-
ment EA dat in feite gelijk is aan E, maar waarbij als extra voorwaarde
wordt gesteld dat A moet optreden. Om EA uit te voeren dient men dus aller-
eerst £ uit te voeren en te kijken of A daarbij optreedt. Is dit het geval,
dan heeft men daarbij EA uitgevoerd, en anders beschouwt men het experiment
als mislukt en doet men het over. Willen we nu voor EA een kansruimte
(QA,AA,PA) construeren, dan mogen we ongestraft

A
we tenminste PA(AC) = 0 stellen. Ter bepaling van PA(B) voor een willekeu-

= Q en AA = A nemen, als

rige eventualiteit B ¢ A beschouwen wij een reeks van n realiseringen van
het oorspronkelijke experiment E. Als A hierbij n(A) keer optreedt, dan be-
vat onze reeks van n realiseringen van E een reeks van n(A) realiseringen
van EA’ en het aantal malen dat B optreedt bij deze n(A) realiseringen van
EA is gelijk aan n(AB), het aantal malen dat AB optreedt bij de n realise-
ringen van E. Het frequentiequotiént qu(B) van B in de reeks van n(A) rea-

liseringen van EA wordt dus gegeven door

n(AB) _ fq(AB)
fq(a) °

f£q,(B) =

Ms (2,4,P) een goed model voor E is, dan zullen fq(AB) en fq(A) bij grote
n in de buurt van resp. P(AB) en P(A) liggen, zodat qu(B) in de buurt van

P(BIA) komt. Derhalve dienen wij P, = P(-|A) te kiezen. Een andere schrijf-

A
wijze voor de definitie (2.2.1) is

(2.2.2) P(AB) = P(A) P(B|A),

een gelijkheid die ook zinvol blijft als P(A) = 0, hoewel P(B|A) in dat ge-
val ongedefinieerd blijft. Door inductie volgt uit (2.2.2) de zogenaamde
productregel

n n-1

(2.2.3) P(? A;) = P(a)) P(A2|A1) P(A3|A1A2) . P(Anl ? A).
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Als een eindige of aftelbare collectie verzamelingen A1,A2,... e A
een partitie van Q vormt (d.w.z. UAi = Q en AiAj =@ alsi# j), dan volgt

voor willekeurige B e A:
(2.2.4)  P(B) = ] P(A;B) = ] P(A;) P(B|A;).
i i

Als bovendien P(B) # 0, dan volgt hieruit

P(Aj) P(B|Aj)

(2.2.5)  P(A.]|B) =
J I P(a;) P(B]a;)
1

welke formule bekend staat als de regel van Bayes.

Zoals uit de volgende voorbeelden zal blijken zijn voorwaardelijke
waarschijnlijkheden vaak zeer nuttig bij de constructie van kansruimten bij
gegeven experimenten, daar in veel gevallen door de omschrijving van het

experiment bepaalde voorwaardelijke kansen worden vastgelegd.

Voorbeelden
2.2.1. Geordende aselecte steekproef

De in voorbeeld 2.1.4 a) omschreven handelwijze laat zich ook als
volgt omschrijven: Gegeven is een vaas met N knikkers, genummers van 1 tot
en met N. Hieruit neemt men aselect 1 knikker en vervolgens kiest men tel-
kens aselect 1 knikker uit de nog in de vaas aanwezige knikkers, totdat men
in totaal n knikkers uit de vaas genomen heeft. Zij nu (i1,i2,...,in) een
geordend n-tal met i1,...,in verschillend en 1 < ij < N voor j = 1,2,...,n.
Daar de eerste knikker aselect gekozen wordt uit alle N knikkers moeten we
de kans dat de eerste knikker het nummer i1 heeft gelijk aan 1/N stellen.
Als reeds bekend is dat de eerste k knikkers de nummers i1""’ik hebben,
dan wordt de volgende knikker aselect gekozen uit de nog resterende N -k

knikkers, waaronder knikker i .. De voorwaardelijke kans dat de (k+1)-ste

k+1

knikker het nummer ik+1 heeft, gegeven dat de eerste k knikkers de nummers

i1,12,...,ik hebben, moeten wij dus gelijk aan 1/N-k stellen (k=1,2,...,0=-1).
Toepassing van de productregel (2.2.3) geeft nu

1
N-1 °°° Ne-n+1 ~ N! °

. N
P(l1""’ln) =3



41

hetgeen in overeenstemming is met de eerder gemaakte keuze voor deze kans.
Neemt men de steekproef met teruglegging, dan is iedere trekking op-

nieuw een aselecte trekking van 1 knikker uit onze vaas met N knikkers. Met

Behulp van de productregel volgt hieruit dat we voor ieder geordend n-tal

(i1,...,in) met 1 é:ij < N voor j = 1,2,...,n,

4

Nn

2

=

1
Sy

=2 |-

P(i1,...,in) =

moeten kiezen, hetgeen weer in overeenstemming is met de in voorbeeld 2.1.h

c) gedane keuze.
2.2.20

Gegeven zijn twee vazen met knikkers: Vaas I bevat 2 witte en 8 rode
knikkers, vaas II bevat 4 witte en 1 rode knikker. Men kiest aselect, bv.
door met een zuivere munt te gooien, &én van deze vazen en trekt daaruit
aselect 1 knikker. Zij W de eventualiteit dat deze knikker wit is. We kun-
nen P(W) dan berekenen met behulp van (2.2.4). Immers, als A1 resp. A2 de
eventualiteit is dat vaas I resp. II gekozen wordt, dan is P(A1) = P(Az) = %
wegens de aselecte keuze van de vaas. Omdat de knikker aselect getrokken

wordt uit de gekozen vaas geldt

P(W|A1) =5 P(W|A2) =3
Hieruit volgt
_1 o1 o1 o 1
P(W) =3 ><—-5 + 3 x—s-——2.

2

Op grond van het voorgaande kunnen wij dit als volgt interpreteren: Voert
men het gehele experiment, inclusief de keuze van de vaas, een groot aantal

malen uit, dan mag men verwachten, dat in ongeveer de helft van de gevallen
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de gekozen knikker wit zal zijn, in ongeveer %-van de gevallen waarin de

gekozen knikker wit is, zal deze knikker uit vaas I afkomstig zijn.

Opgaven

1. Men trekt aselect 5 speelkaarten uit een spel van 52 kaarten. Zij A de
eventualiteit dat er precies 3 zwarte kaarten (klaveren of schoppen), en
Bi (i=0,1,2,3,4) de eventualiteit dat er precies i azen voorkomen onder
de 5 getrokken kaarten. Bereken P(Bi) en P(BiIA) voor i = 0,1,2,3,k.

2. Bij een spel bridge bezitten de spelers N en Z samen 2 azen. Bereken de
kans dat de andere 2 azen niet in é&n hand zitten.

3. Een socioloog heeft geconstateerd dat onder de inwoners van L. 80% van
alle linkshandigen en 30% van alle rechtshandigen een auto bezit, terwijl
20% van alle inwoners linkshandig is. Welk percentage van de inwoners
van L. heeft een auto? Welk percentage van de autobezitters in L. is
rechtshandig?

4. Men neemt, al dan niet met teruglegging, een aselecte steekproef van n
knikkers uit een vaas, die rode en witte knikkers bevat. Bereken de voor-
waardelijke kans dat de eerste knikker in de steekproef rood is, gegeven

dat de steekproef in totaal k rode knikkers bevat (0<k<n).

2.3. ONAFHANKELIJKHEID

Zij gegeven een kansruimte (Q,4,P).

Definitie 2.3.1.
Twee eventualiteiten A, B heten (onderling) onafhankelijk (afkorting:
0.0.) als P(AB) = P(A) P(B).
Twee klassen eventualiteiten 01,02 c A heten (onderling) onafhankelijk
€ 01, A

als ieder paar eventualiteiten A € 02 0.0. is.

1 2

Een eventualiteit A waarvoor P(A) 0 of 1 is dus o.0. met betrekking
tot iedere eventualiteit B. Daar P(AB) = P(A) P(B) impliceert dat
P(A°B) = P(a°) P(B), P(aB®) = P(A) P(B®) en P(A°B®) = P(a®) P(B®) (zie op-
gave 2), houdt onafhankelijkheid van A en B in dat de klassen {¢,A,AC,Q} en
{¢,B,BC,Q} 0.0. zijn. Indien 0 < P(A) < 1, dan is onafhankelijkheid van A
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en B dus equivalent met P(B|A) = P(B]Ac) = P(B). Hieraan ontleent het be-
grip onafhankelijkheid zijn intuitieve interpretatie: informatie over het
al dan niet optreden van A brengt geen verandering in de kans die wij aan B
toekennen en leert ons dus niets over het optreden van B. Indien P(A) = 0
of 1, dan geeft het al dan niet optreden van A geen enkele informatie. Daar
de definitie van onafhankelijkheid symmetrisch in A en B is mogen wij in
deze interpretatie de rollen van A en B verwisselen.

Een eerste uitbreiding van deze definitie tot meer dan twee (klassen

van) eventualiteiten is de volgende.

Definitie 2.3.2.

Eventualiteiten A,» t e T heten paarsgewijs onafhankelijk als ieder
paar eventualiteiten AS, At met s,t ¢ T, s # t, 0.0. is.

Klassen van eventualiteiten Ct c A, t € T heten paarsgewijs onafhanke-

1lijk als elk tweetal klassen Cs’ Ct met s,t ¢ T, s # t, 0.0. is.

Als A, B en C drie paarsgewijs onafhankelijke eventualiteiten zijn,
dan kan er toch nog een zekere mate van afhankelijkheid tussen A, Ben C

bestaan, zoals blijkt uit het volgende voorbeeld.

Voorbeeld 2.3.1.

Beschouwen wij het experiment dat bestaat uit het doen van twee worpen
met een zuivere dobbelsteen. Zij Q de bijbehorende uitslagenruimte met
A= MQ) en zij, voor i = 1,2, Ci de klasse van alle eventualiteiten waar-
van het al of niet optreden geheel bepaald wordt door het resultaat van de

i-de worp. Het ligt dan voor de hand P zo te kiezen, dat C, en 02 0.0. zijn.

In combinatie met de veronderstelling dat de dobbelsteen zliver is, leidt
dit tot het toekennen van gelijke kansen aan de 36 punten in Q.

7ij nu A de eventualiteit dat het resultaat van de eerste worp even is,
B de eventualiteit dat het resultaat van de tweede worp even is, en C de
eventualiteit dat het totale aantal ogen even is. Een eenvoudige berekening
leert dan dat A, B en C paarsgewijs onafhankelijk zijn met P(A) = P(B) =

= P(C) = =. Uit de definitie van A, B en C volgt verder

1
2

c = AB u A°BS,
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zodat

AC = BC = AB = ABC.
Derhalve hebben wij
P(c|AB) = P(B|AC) = P(A|BC) = 1.

Hoewel informatie over het al of niet optreden van &&n van de eventualitei-
ten A, B en C ons niets vertelt over het al of niet optreden van de andere
twee, impliceert het optreden van twee van deze eventualiteiten, dat ook de

derde optreedt.

Gezien het voorgaande zullen wij, als wij elke afhankelijkheid tussen
een aantal eventualiteiten A, , t € T willen uitsluiten, moeten eisen dat

+ ), voor zover ge-
2 k

definieerd, gelijk is aan de corresponderende onvoorwaardelijke waarschijn-

lijkheid P(At ).
1

Definitie 2.3.3.
Eventualiteiten A , t e T heten onderling onafhankelijk als

iedere voorwaardelijke kans van de vorm P(At |At ces A
1

k k

P(.n At.) = .n P(At_)
i=1 1 i=1 i

voor iedere eindige deelverzameling {t1,t2,...,tk} van T.

Klassen van eventualiteiten Ct c A4, t € T heten onderling onafhankelijk
als voor iedere keuze van At € Ct’ t € T de eventualiteiten A,, t ¢ T o.0.
zijn.
Stelling 2.3.1.

Als algebra's Ft € A4, t € T onderling onafhankelijk zijn, dan zijn de

daardoor voortgebrachte o-algebra's 4 t € T dat ook.

t,
Bewijs:
Laat Ai € Ay s ti eT, i=1,2,...,k < ®», en zij € > 0. Voor iedere
i
n>0eni=1,2,...,k is er volgens stelling 1.5.1 een verzameling Bi € F%

zodanig, dat P(A;4B,) < n. 1
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Daar

—
o
[
>
—
p)
[os]
-
n

U (A.AB.),
. . i1
i=1 1=1

volgt dan

A

k k k
|[P(nA.) -P(NB.)| <)P P(A,8B,) < k.n.
1t 1t 1

Kiezen wij n > O zo klein dat k.n < €/2 en bovendien
k k
[m P(A,) - T P(B.)| < e/2,
1 i 1 i

dan volgt

k k
‘P(? A - T P(A)]| < e,

en dus, daar € > 0 willekeurig klein genomen kan worden,

k
P(? Ai) = T P(Ai).

Voorbeeld 2.3.2. Onafhankelijke experimenten

Zij E een samengesteld experiment dat uit n deelexperimenten Ei met
kansruimten (ni,Ai,Pi) bestaat (i=1,2,...,n). Willen wij bij E een kans-
ruimte (Q,A,P) construeren, dan ligt het voor de hand (Q,4) gelijk te stel-
len aan de product meetbare ruimte van de (Qi’Ai)' Voor i = 1,2,...,n zij
A; de klasse van alle eventualiteiten waarvan het al of niet optreden
geheel bepaald wordt door de uitslag van Ei' Gemakkelijk is in te zien dat
AY een o-algebra is en uit alle verzamelingen van de vorm
Az = A1 x A2 X ce. X An’ met Aj = Qj voor j # 1 en Ai € Ai’ bestaat. Uiter-
aard moeten wij P zo kiezen dat P(A;) = Pi(Ai) voor A, € A, i=1,2,...,n,
wil ons model (Q,4,P) in overeenstemming zijn met de gegeven modellen
(Qi,Ai,Pi). We veronderstellen nu dat de deelexperimenten Ei op een zodanige
wijze worden uitgevoerd, dat zij elkaar niet kunnen beinvloeden, met als
consequentie dat in ons model (Q,A,P) de c—algebra s A 0.0. moeten zijn.

Daar A1 X A2 X .. X An = A: n A; N .o N A voor A € Ai’ i=1,2,...,n,
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volgt hieruit

n n n
* *
P(A1><A2><...><An) = Pgr_l ;) = Ij P(A;) =T P.(A;)
1i=1 i=1 1=1
voor iedere productverzameling A1 X Ay X ... X An met Ai € Ai’

i=1,2,...,n. Maar hiermee is P geheel vastgelegd: P is de productmaat
P, x Py x ... xP en (Q,4,P) is dus de productmaatruimte van de kansruim-
ten (Qi,Ai,Pi). Wij noemen in dit geval de deelexperimenten E1""’En onder-
ling onafhankeli jk.

De zojuist gegeven redenering blijft geldig als wij niet van een ein-
dige maar van een oneindige rij experimenten uitgaan. We kunnen A; dan be-
schrijven als de klasse van alle eventualiteiten Ai = A, xA_x ... mnmet

1 2

Aj = Qj voor j # i en Ai € Ai' De veronderstelling dat de o-algebra's A;,

i=1,2,... 0.0. zijn houdt dan in dat voor een willekeurige product cylin-

derverzameling A met zijden A. € Ai’ 1i=1,2,...k <

=)

. k
P(Ai) =0 Pi(Ai),

Kk
P(a) = P(n a%) =
1 1 1 i=1

i=1 i

[ -

zodat P = P1 x P2 X ves s

Opgaven
1. Gegeven zijn twee vazen met knikkers. De ene vaas bevat 1 witte en I

rode knikkers, de andere 4 witte en 1 rode. Men kiest aselect een van
de twee vazen en neemt daaruit met teruglegging een aselecte steekproef
van n knikkers. Zij Ai de eventualiteit dat de i-de knikker in de steek-
proef wit is (i=1,2,...,n). Ga na of AsAys. . A onderling (paarsgewijs)
onafhankelijk zijn.

2, Bewijs: Als in een kansruimte (Q,4,P) een collectie o.o. klassen

C, cA, t € T gegeven is, dan zijn ook de klassen C% = {A: A e Ct of

t
AS ¢ Ct} 0.0.
3. Bewijs: n eventualiteiten A1,A2,...,An zijn dan en dan alleen o0.0. als
n n
P(n A,) = T P(A.)
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voor ieder van de 2" manieren waarop men hierin Ki = Ai of Ki= AE kan
substitueren.

L. Bewijs: n aselecte trekkingen met teruglegging vormen 0.0. experimenten;
voor aselecte trekkingen zonder teruglegging is dit niet het geval.

5. Construeer een kansruimte voor een oneindige rij o0.o. alternatieven met

succeskans p.

2.4. KANSVERDELINGEN

1 .1
Een kansmasat P op (R ,B

< \

3 . 21 1 -
) wordt een (kans)verdeling op (R ,B ) of

kortweg op R1 genoemd, of ook wel een één-dimensionale (kans)verdeling

Definitie 2.L.1.
Onder een verdelingsfunctie op R1 (één-dimensionale verdelingsfunctie)
verstaan wij een re&le niet-dalende, rechtscontinue functie F op R1 met

lim F(x) = 1 en 1lim F(x) = 0.
X0 XA® X =Y -ou 1
Voor iedere kansverdeling P op R is de functie F, gegeven door

(2.4.1) F(x) = P((~»,x]),- ®» < X < =,
een verdelingsfunctie. Omgekeerd is er bij iedere verdelingsfunctie F op R1
een unieke kansverdeling P op R' die voldoet aan (2.4.1) (zie voorbeeld
1.5.3). Er is dus een &&n-&&nduidig verband tussen kansverdelingen en verde-
lingsfuncties op R1. De in (2.4.1) gedefinieerde F wordt de verdelingsfunc-
tie van P genoemd.

Als een kansverdeling P op R1 absoluut continu is ten opzichte van een
o-finiete maat u op B1, dan heeft P volgens de stelling van Radon-Nikodym
(stelling 1.6.8) een dichtheid f ten opzichte van y: er is een eindige niet-

negatieve meetbare functie f op R1 zodanig dat

(2.4.2) P(B) = J £(x) du(x), B e B',
B

zodat in het bijzonder

(2.4.3) J £(x) an(x) = 15
R1
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twee versies van f zijn p-bijna overal gelijk. Omgekeerd is iedere eindige
niet-negatieve meetbare functie f op R1 die aan (2.4.3) voldoet, een dicht-
heid ten opzichte van u van een kansverdeling P op R' gegeven door (2.4.2).
Men noemt f een (kans)dichtheid van P ten opzichte van p. Uit (2.L4.1) en
(2.4.2) volgt de relatie tussen verdelingsfunctie en kansdichtheid van P:

(2.4.4)  F(x) = j £(¥) auly), - = < x < o.

(==,x]
Uit stelling 1.6.9 volgt dat elke verdelingsfunctie F op R1 A-bijna overal
differentieerbaar is en dat de bij F behorende kansverdeling P dan en dan
alleen absoluut continu is ten opzichte van A als | F'dx = 1. De dichtheid

van P ten opzichte van A kunnen we dan gelijk stellen aan

F'(x) als F differentieerbaar is in x,
f(x)=

0 anders.
Een kansmaat P op (Rk,Bk), 1 <k < =, wordt een (kans)verdeling op
(Rk,Bk) of kortweg op RE genoemd, of ook wel een k-dimensionale (kans)verde-
ling. Een verdelingsfunctie op Rk wordt, analoog aan definitie 2.4.1, als

volgt gedefinieerd (zie voorbeeld 1.5.4 voor de notatie).

Definitie 2.4.2.
Een reéle functie F op ¥ heet een verdelingsfunctie op Rk (k-dimen-
sionale verdelingsfunctie) als F(x1,...,xk) een niet-dalende rechtscontinue

functie van ieder van zijn argumenten is met

1lim F(x1,...,xk)= 0 voor i = 1,2,...,k,
xi—)-_eo

1lim F(X, 900esX, )
x > 1 *k

i=1,2,....k

(k1)

hkhk1

De verdelingsfunctie F van een kansverdeling P op Rk wordt weer door (2.4.1)

(1)

terwijl bovendien A e By F(x) > Ovoor alle x, h ¢ RE met h>0.
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gedefinieerd, nu met x ¢ RE zodat (=~,x] = {y: NPREIE i=1,2,...,k}
een cel in R® voorstelt. Er is een é&n-8&nduidig verband tussen kansverde-
lingen en verdelingsfuncties op RE (zie voorbeeld 1.5.k4).

Als een kansverdeling P op Rk absoluut continu is ten opzichte van
een o-finiete maat u op Bk, dan is er een eindige niet-negatieve meetbare

k

functie f op RE zodanig dat (2.L4.2) geldt voor alle B € B en dus in het

bijzonder

(2.4.5) J £(x) au(x) = 1.

Rk
Men noemt f een kansdichtheid van P ten opzichte van u. Twee versies van f
zijn p-bijna overal gelijk en iedere eindige niet-negatieve meetbare func-
tie f waarvoor (2.4.5) geldt is een kansdichtheid van een kansverdeling P
op RE. Ook nu geldt (2.4.4) voor x e RE. Stelling 1.6.9 garandeert voor
iedere kansverdeling P op Rk de existentie van een niet-negatieve meetbare

functie f op Rk met de eigenschap dat

voor Ak—bijna alle x € Rk en voor iedere rij k-dimensionale kubussen

Kn’ n=1,2,..., die x bevatten en waarvoor lim Xk(Kn) = 0. Verder zegt
n-»>o

stelling 1.6.9 dat P dan en dan alleen Ak—absoluut continu is als J f dxk =1

en dat in dat geval f een versie van de dichtheid van P ten opzichte van
k .
AT is.
De kansverdelingen waar men zich in de toepassingen van de waarschijn-
lijkheidsrekening en de mathematische statistiek mee bezig houdt behoren
merendeels tot &&n van twee typen, die discrete respectievelijk continue

verdelingen worden genoemd.

Definitie 2.4.3.
Een kansverdeling P op Rk, k > 1, heet discreet als er een eindige of

aftelbare verzameling D c RE is met P(D) = 1.

Voor een discrete kansverdeling P op Rk geldt

P(B) = | P({x}), B e B,

xeBnD
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waarbij de som in het rechterlid steeds hoogstens aftelbaar veel termen be-
vat. Dit betekent dat P absoluut continu is ten opzichte van de telmaat u,

gegeven door

u(B) = aantal elementen van B n D, B ¢ Bk;
voor de kansdichtheid van P ten opzichte van u kan worden gekozen

£(x) = P({x}), x e R~.

Omgekeerd is ook iedere kansverdeling die absoluut continu is ten opzichte
van een telmaat op een eindige of aftelbare verzameling D < Rk, discreet.
De verdelingsfunctie F van een discrete kansverdeling P kan men beschrijven

als een sprongfunctie voor k = 1 en een "terrasfunctie" voor k > 1:

F(x) = ] P({y}), x &Y,
NASPD.S

yeD

en iedere kansverdeling met een dergelijke verdelingsfunctie is discreet.

Definitie 2.h4.k.

Zij C een open verzameling in Rk, k > 1. Onder een continue verdeling
op C verstaan wij een Xk-absoluut continue kansverdeling P op Rk, waarbij
de dichtheid op C continu kan worden gekozen, terwijl p(c®) = 0, zodat de

dichtheid op c® gelijk aan O kan worden gesteld.

Als P een continue verdeling is op een open verzameling C c Rk en f een ver-
sie is van de dichtheid van P ten opzichte van AE die op C continu is, dan

wordt de verdelingsfunctie F van P gegeven door

0%
F(x) = J £(y) dkk(y) = J v J f(yi""yk) dyi...dyk.
( -, x] -0 -0

De verdelingsfunctie van een continue verdeling kan dus door Riemann inte-

gratie van de dichtheid worden verkregen.

Stelling 2.h4.1.
Een verdeling P op Rk is dan en dan alleen continu op een open verza-

. k . .. . .
meling C ¢ R als voor iedere x € C en voor een rij k-dimensionale kubussen
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K ,n=1,2,..., die x bevatten en waarvoor lim Ak(Kn) = 0, de limiet

n
n-ro
P(Kn)
(2.4.6) f(x) = lim TN
A (Kn)

bestaat, terwijl bovendien de aldus gedefinieerde functie f op C continu is

en J f dkk = 1. De functie fIC is dan een versie van de dichtheid van P

C
ten opzichte van K. In het bijzohder is een verdeling P op R1 dan en dan

alleen continu op een open verzameling Cc R1 als zijn verdelingsfunctie F
op C een continue afgeleide heeft en J F'dx = 1. De functie F'Icis dan een

C
versie van de dichtheid van P ten opzichte van A.

Bewijs:

Zij P continu op C en zij g de versie van de dichtheid van P die con-
tinu is op C en daarbuiten gelijk is aan O. Men gaat gemakkelijk na dat de
limiet (2.4.6), voor iedere x € C en iedere rij k-dimensionale kubussen van
het beschouwde type, bestaat en gelijk is aan g(x). Hieruit volgt dat
g=1 IC en . . .
dex = J g dx = P(R") = 1.

Rk
Als omgekeerd P aan de gestelde voorwaarde voldoet, dan volgt uit stelling
1.6.9, die onder meer zegt dat de limiet (2.4.6) ook Ak—bijna overal buiten
C bestaat,
t=PR) 2 dexk; J'fd)\k=1.

Rk C

Op grond van dezelfde stelling kunnen wij hieruit besluiten dat P Ak-abso-
luut continu is en dat iedere functie, die Ak—bijna overal gelijk is aan f,

een versie is van de dichtheid van P. Dit houdt in dat

P(C)=dexk=1,

C
en dus is de functie fIC een versie van de dichtheid van P. Daar f continu

is op C geldt hetzelfde voor P. Voor een één-dimensionale verdeling P kan
men de limiet (2.4.6) in het bovenstaande zonder meer vervangen door de

afgeleide van ‘de verdelingsfunctie.
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Zoals hierboven reeds werd opgemerkt kunnen wij voor &én-dimensionale
verdelingen de limiet (2.L4.6) zonder meer vervangen door de afgeleide van
de verdelingsfunctie. Voor meer-dimensionale verdelingen kan men deze limiet
echter niet vervangen door een afgeleide in de klassieke zin. Er is dan ook
geen eenvoudige nodige en voldoende voorwaarde in termen van afgeleiden van
de verdelingsfunctie voor continuiteit op een open verzameling van een meer-
dimensionale verdeling. Wel kan men zonder veel moeite de volgende voor-
waarde afleiden: Een kansverdeling P op Rk, k > 2, met verdelingsfunctie F
is continu op een open verzameling C c Rk als alle partiéle afgeleiden van

de orde k en lager van F op C bestaan en continu zijn, terwijl bovendien

"F K _
9X, 9X, ... O ar = 1.
1 °% *x
¢ k
De dichtheid van P kunnen wij dan op C gelijk stellen aan o F .
8x1 ax2 e Bxk

Men verwarre de begrippen Xk—absolute continuiteit en continufteit van
een kansverdeling niet met continuiteit van zijn verdelingsfunctie. Iedere
Ak-absoluut continue, en dus ook iedere continue kansverdeling P op Rk heeft
een continue verdelingsfunctie F. Voor iedere x € Rk geldt immers

0 < F(x) - F(x-0) < P( E {y : y. = xi})

en

Er zijn echter verdelingen met continue verdelingsfuncties die niet

Ak-absoluut continu zijn zijn, laat staan continu.

Opgaven

1. BewiJs dat een verdelingsfunctie op R1 hoogstens aftelbaar veel discon-
tinuitelten heeft.

2. Bewijs: Iedere verdelingsfunctie F op R1 kan geschreven worden als een
convexe combinatie F(x) = p Fc(x) + (1-p) Fd(x), X € R1, met p € [0,1],
waarin F. een discrete en Fc een continue verdelingsfunctie is.

d
3. Geef een voorbeeld van een kansverdeling P op R2 met de eigenschap dat
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P(K_)
lim —2- =0
nro A°(K )

n

voor Ag—bijna alle x € R2 en iedere rij vierkanten Kn’ die x bevatten en

waarvoor lim AQ(K ) = 0.
N> n

2.5. STOCHASTISCHE GROOTHEDEN EN VECTOREN

Zijn wij bij een experiment geinteresseerd in een bepaald quantificeer-
baar, d.w.z. in een getal uit te drukken aspect van de uitslag van het ex-
periment, dan ligt het voor de hand dit aspect in het model (Q,4,P) voor
het experiment te representeren door een functie X, die aan iedere w e Q
een getal X(w) toevoegt. Daarbij zullen wij steeds eisen dat voor ieder in-
terval (a,b] de verzameling {w: X(w) € (a,b]} een eventualiteit is, zodat X

een meetbare functie op Q is.

Definitie 2.5.1.
Een reéle, eindige, A—B1—meetbare functie op een kansruimte (9,4,P)

heet een stochastische grootheid.

Als regel zullen wij stochastische grootheden aanduiden met hoofdletter

X, Y, etc. Dit om duidelijk onderscheid te maken tussen een stochastische
grootheid, d.w.z. een functie X en een mogelijke waarde x = X(w) ervan.

(Een andere, speciaal in ons land in zwang zijnde conventie is om stochasti-
sche grootheden met onderstreepte symbolen als X, Y, etc. aan te geven. )

Wij zullen steeds gebruik maken van de volgende verkorte notatie:

{X € B} = {w: X(w) e B}

P(X € B) = P({XeB}) = P({w: X(w) € B}), B e B'

{X < x} = {w: X(w) < x}

P(X < x) = P({X < x}) = P({w: X(0) <x }), x € R, ete.

Uit de overplantingsstelling (stelling (1.6.6) volgt dat voor iedere sto-

chastische grootheid X de functie P, gegeven door

X
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(2.5.1) PX(B) = P(XeB), B e B1,

een kansmaat op B1, d.w.z. een kansverdeling op R1 is. Wij noemen PX de
(kans )verdeling van de stochastische grootheid X. De verdelingsfunctie Fy
van Py wordt gedefinieerd door (2.4.1):

(2.5.2) FX(X) = PX((—“,X]) = P(X<x), —o < X < ®

Fy wordt ook de verdelingsfunctie van de stochastische grootheid X genoemd.
Als P_ absoluut continu is ten opzichte van een g-finiete maat p op B1 met

X
kansdichtheid fX ten opzichte van u, dan geldt

(2.5.3)  Py(B) = P(XeB) = J £,(x) au(x), Be B,
B

(25h)  Ex) =R = [ ne) ay), xew
(-°°:X:I

[}
N
.

(2.5.5) [rxm au(x)
R1

Men noemt f, een (kans)dichtheid van de stochastische grootheid X ten op-
zichte van p.

Als X1,X stochastische grootheden op een gemeenschappelijke

2,...,Xk
kansruimte (Q,4,P) zijn, dan ligt het voor de hand X = (X1,X2,...,Xk) een

k-dimensionale stochastische vector te noemen. Dit is dan een functie op

(9,4,P) met waarden X(w) = (X,(w),X (w)s...,X (w)) € Rk, met de eigenschap
1 2 k

2,...,Xk meetbaar zijn. De volgende formulering

is hiermee equivalent (zie §1.k4).

dat de reéle functies X1,X

Definitie 2.5.2.
Een A-Bk-meetbare functie op een kansruimte (Q,4,P) met waarden in RE

heet een k-dimensionale stochastische vector.

Evenals een stochastische grootheid bepaalt ook een stochastische vector

X = (X1,X2,...,Xk) een kansverdeling PX gegeven door (2.5.1), doch nu met
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k . .
B ¢ B . Deze kansverdeling PX op RE wordt de (kans)verdeling van de sto-
chastische vector X of ook wel de simultane (kans)verdeling van de stochas—

tische grootheden X1,X Xk genoemd. De verdelingsfunctie FX van PX

PYREE
wordt gedefinieerd door.

k
(2.5.6)  Fy(x) = Py ((-=,x]) = P(Xzx) = P 2 x; =x,1),

k
x = (X1""’Xk) e R

Fy wordt ook de verdelingsfunctie van de stochastische vector X of de

stmultane verdelingsfunctie van de stochastische grootheden Xy oXpseensXy
genoemd. Als PX absoluut continu is ten opzichte van een o-finiete maat
op Bk met kansdichtheid fX ten opzichte van u, dan geldt (2.5.3) voor B ¢ Bk,

(2.5.4) voor x € Rk en

(2.5.7) J fX(x) du(x) = 1.
Rk

Men noemt fX een (kans)dichtheid van de stochastische vector X of een

stmultane (kans)dichtheid van de stochastische grootheden X, X

opzichte van u.

ss..,X ten

2 k

Wanneer een stochastische vector X = (X1,X ) k> 1, een dis-

22" 2%y

crete kansverdeling PX op een eindige of aftelbare verzameling D c Rk bezit

(zie definitie 2.4.3) dan is

£,(x) = P ({x}) = P(x=x), x ¢ B"

een kansdichtheid van X ten opzichte van de telmaat op D, en

Py(B) = P(XeB) = ] P(X=x), Be B,
xeBnD

Fo(x) = P(xx) = ] P(x=y),  x <&,
y=x
yeD

Y P(x=x) = 1.
XeD
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De kansen P(X=x) voor x € D leggen de verdeling van een discreet verdeelde
stochastiéche vector X dus geheel vast.

Wanneer een stochastische vector X = (X1,X ""’Xk)’ k > 1, een conti-
nue kansverdeling PX op een open verzameling C c Rk bezit (zie definitie
2.4.4) dan wordt een versie van de dichtheid van X ten opzichte van de

Lebesgue maat Ak gegeven door

0 Voor X € Cc,
(2.5.8) fX(x) = PX(K )
. n
1im TN voor x € C,
no A (Kn)

waarin Kn,n=1,§,..., een rij k-dimensionale kubussen is, die x bevatten en
waarvoor %ig A (Kn) = 0. Hierbij moet worden opgemerkt dat in het geval
van een stochastische grootheid k = 1 en de limiet in (2.5.8) op C gelijk
is aan de afgeleide van de verdelingsfunctie van X. De verdelingsfunctie
FX van een stochastische vector X van willekuerige gimensie k > 1, die een
continue verdeling PX op een open verzameling C € R~ heeft, wordt gegeven
door

o X
J cee J fx(y1,...,yk) dy, - dyk, xeR,

-0 —00

Fx(x) = P('Q {xi;;i}) =
i=1

waarin fx gedefinieerd is door (2.5.8).
Merk op dat voor een continu verdeelde stochastische vector X steeds
P(X=x) = 0 voor alle x € Rk; deze kansen verschaffen in dit geval dus geen
enkele informatie over de verdeling van X.

Uit de kansverdeling van X = (X1,...,Xk) kan de verdeling van
i = (X1,...,Xm), m < k, eenvoudig worden afgeleid. Daar voor B € Bm,

(e B} = {XeBx B}, geldt

Px(B) PX(BXRk_m), B e B,

en hieruit volgt voor x = (x1,...,xm) e B*
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Fo(x) = 1im F (X, ,...,% ).
X o X1 *k
i
i>m
In dit verband noemt men de verdeling Py de marginale (kans)verdeling van

X. Als de verdeling van X discreet is, dan geldt voor x = (x1,...,xm) c B®

P(X=x) = ¥ ...} P(X=(x1,...,xk))
Fm+ 1 *x

waarbij de sommatie zich uitstrekt over alle (x1,...,xk) waarvoor
(xl,...,xm) = x. Als de verdeling van X A _absoluut continu is met dicht-

heid fx, dan is de verdeling van X Am—absoluut continu met dichtheid

k—m(

f§(x) = j fx(x1,“.,xk)dk xm}1,...,xk), x = (x1,...,xm)e R

Rk-m

Voor x € R™ geldt immers

f1 - { ves J fX(y1,...,yk)d;(y1) .. dA(yk) =

1
R R (—m,xm] (—w,x1]

F%(X)

J £(2)\™(2).

(—wQXJ

Zoals wij een k-tal stochastische grootheden op &&n kansruimte als een
k-dimensionale stochastische vector kunnen beschouwen, zo kunnen wij ook

een oneindige rij X = (X1,X ) van stochastische grootheden op een kans-

sees
ruimte (Q,4,P) opvatten als2een w-dimensionale stochastische vector, d.w.z.
als een A-B -meetbare functie op (92,4,P) met waarden X(w) = (X1(w),X2(w),...)
in (R”,B"). De A-B -meetbaarheid van X is immers equivalent met de 4-B'-
meetbaarheid van de componenten Xi’ i=1,2,... . Onder de verdeling van
zulk een »-dimensionale stochastische vector, of de simultane verdeling
van de stochastische grootheden Xi’ i=1,2,... verstaan wij de kansmaat

o
PX op B , gegeven door

o

Py(B) = P(XeB), Be B .
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Nu wordt de c-algebra B voortgebracht door de algebra B+ die bestaat uit

cylinderverzamelingen van de vorm
B' = {(%,,%.5002) ¢ (X.3%.5---,x.) € B}, B e B5, k = 1,2,....
1°%p 12%0> ’xk s s 3C 5
Daar voor een dergelijke verzameling
PX(B') = P((XT""’Xk) € B),

betekent dit, dat PX bepaald wordt door de verdelingen Pk van de stochas-
tische vectoren (X1""’Xk)’ k=1,2,..., en dus ook door hun verdelings-
functies Fk' Uiteraard zijn deze verdelingen consistent in de zin dat

Pk(B) =P (BXR1), B e Bk, kK= 1,2,...,

k+1

%
of, in termen van de verdelingsfuncties,

(2.5.9) B (x,5e.0ux) = ;iﬁ By (K s y)s X = (%5000 € RE

k

1,2,00nn

Omgekeerd zegt de zogenaamde comsistentiestelling van Kolmogorov dat er
bij iedere consistente rij verdelingsfuncties Fk op Rk, k=1,2,..., een
kansmaat P op B bestaat, zodanig dat

F (x) = P{(y1,y2,---) : (y1,---,yk) ;z(x1,---,xk)},

k

x = (x1,...,x ) € R

k
k=1,2,....

In 1.4 wordt gesproken over de o-algebra, die door een meetbare func-
tie in zijn domein wordt geInduceerd. Zo induceert een k-dimensionale
(1<k<e) stochastische vector X op een kansruimte (Q,4,P) een o-algebra
AX c A in Q, die bestaat uit alle verzamelingen van de vorm {X € B} met
B e Bk Stellen wij ons (Q,A,P) voor als een model voor een experiment E,

dan kunnen wij AX omschrijven als de collectie van alle eventualiteiten
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met de eigenschap dat het al of niet optreden ervan alleen van de uitslag
w van het experiment afhangt via de daarbij behorende waarde X(w) van X.
Deze interpretatie van de door een stochastische vector in Q geInduceerde
o-algebra ligt ten grondslag aan het begrip onafhankelijkheid van stochas-

tische vectoren.

Definitie 2.5.3.

Zij (Q,A,P) een kansruimte, T een willekeurige indexverzameling, en
zij'Xi voor iedere t € T een stochastische vector op (Q,4,P). De stochas-
tische vectoren X, , t € T heten dan onderling (paarsgewijs) onafhankelijk

t
als de door hen in Q gelnduceerde o-algebra's Axt, t € T dit zijn.

Stelling 2.5.1.
' Voor een eindige of oneindige rij stochastische grootheden X1, X 5eee

op een kansruimte (Q,4,P) zijn de volgende drie beweringen equivalent:

(i) X1, X2,... zijn o0.0.;

(ii) De simultane verdeling PX van X1, X2,... is de product kansmaat van
hun marginale verdelingen;

(iii)Voor iedere k = 1,2,... is de simultane verdelingsfunctie Fk van

X1,...Xk het product van hun marginale verdelingsfuncties:

k
FX (xi), (x1,...,xk) eR,k=1,2,....

1 i

naw

Fk(x1,...,xk) = :

Bewigjs:

Zij Pk de simultane verdeling van X1’°"’Xk (k=1,2,...). Uit de de-
finities 2.3.3 en 2.5.3 volgt dan dat onderlinge onafhankelijkheid van
X1, X, ,... equivalent is met de eigenschap dat
k k
i=1{Xi € Bi}) = 121 PXi(Bi)’

als B, « B, i=1,2,..., k, k=1,2,...

Pk(B1XBQXo--XBk) = P(

De equivalentie van (i) en (ii) volgt dus rechtstreeks uit de definitie
van productmaat. De equivalentie van (ii) en (iii) is een gevolg van de

eeneenduidigheid van het verband tussen verdelingen en verdelingsfuncties
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(zie 1.5, opgave 3).

Stelling 2.5.2.
Zij X = (X1""’Xk) een k-dimensionale stochastische vector met de

eigenschap dat de marginale verdelingen P, dichtheden fx_ ten opzichte

X.
. . i . i
van o-finiete maten My hebben (i=1,2,..,k). Nodig en voldoende voor onder-
linge onafhankelijkheid van X1,X ,...,Xk is dan dat hun simultane verde-
ling PX een dichtheid heeft ten opzichte van de productmaat

= p1 X u2 X se. X uk, gegeven door

=

_ k
fx(x1,...,xk) = 121 fxi(xi), (x1,...,xk) e R.
Bewijs:

De gestelde voorwaarde is, wegens de stelling van Fubini, equivalent

met
k
PX(B1XB2X...XBK) = f fX(x)du(x) = 121 J fxi(xl)dui(xl) =
B1X. XBk Bl
k 1
= M P (B.) voor B. e B, i=1,2,...,k,
UK. i
1=1 1
m.a.w. met de eis dat P, =P, x P_ x... x P
X % X

Stelling 2.5.3.
Zij X_, t € T een collectie 0.0. stochastische vectoren op een kans-

ruimte (Q,4,P). Zij kt de dimensie van X% en zij f, een Borelfunctie op

t
Rkt met waarden in R't (teT). Dan zijn ook de stochastische vectoren

Yt = ft(xt)’ t € T onderling onafhankelijk.

Bewijs:
k-

Voor t € T en B ¢ B™ geldt f;1(B) e B'Y, en dus

_ -1
{3(t € B} = {xt € £y (B)} € Axt,

zodat 4 cA, ,teT.
Yt Xt
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Wij besluiten deze paragraaf met enige opmerkingen over de kansver-
deling van een functie van een stochastische vector. Zij X = (XT""’Xk)

een stochastische vector met kansverdeling P_ en zi]j ¢ een meetbare func-

X
tie op R® met waarden in R®. Dan is Z = ¢(X) een m-dimensionale stochas-
tische vector waarvan de kansverdeling als volgt uit die van X kan worden
gevonden:

(2.5.10)  P,(B) = P(¢(X)eB) = P,({x:¢(x)eB}), B B,

Indien X een kansdichtheid fX ten opzichte van een o-finiete maat u op Bk
bezit dan geldt dus

(2.5.11)  P,(B) = £ (x)au(x), Be :
{x:¢(x)eB}

Als X discreet verdeeld is, dan is de verdeling van Z eveneens discreet en

wordt bepaald door

(2.5.12) P(z=2z) = ) P(X=x), zeR;
{x:¢(x)=2}
als X continu verdeeld is met kansdichtheid fX gegeven door (2.5.8) en bo-

vendien ¢ continu is, dan geldt

(2.5.13) FZ(Z) = J fX(x)dx, zeR,
{x:¢(x)<z}

waarbij het rechterlid een (oneigenlijke) Riemann integraal voorstelt.
Het eenvoudigste voorbeeld van het bovenstaande is het volgende.

Indien X een stochastische grootheid met verdelingsfunctie F, voorstelt,

X
dan wordt de verdelingsfunctie van Y = a + bX, b > 0, gegeven door

Fy(x) = P(a+bXsx) = FX<£;%), -w<x <,

De grafiek van FY ontstaat dus uit die van FX door verschuiving naar rechts

(c.q. links) over een afstand a (c.q - a) en vermenigvuldiging van de schaal

langs de horizontale as met een factor v~ (dov.z. bij behoud van dezelfde
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schaal "uitrekken" van de grafiek in horizontale richting met een factor b).
De klasse van alle kansverdelingen van de vorm Fx(b_1(x—a)), - ® < a <o,

b > 0, noemt men de door F_ voortgebrachte familie van kansverdelingen met

plaatsparameter a en schaa?parameter b. Evenzo noemt men de klassen
{Fx(x—a): - @ < g < ®»} resp. {Fx(b—1x): b > 0} de door FX voortgebrachte
familie van kansverdelingen met plaatsparameter a resp. schaalparameter b.
Bij de in de waarschijnlijkheidsrekening meest voorkomende families heeft
men één bepaalde representant vastgelegd ten opzichte waarvan de plaats-
en/éf schaalparameter worden gedefinieerd. Deze representant wordt de
standaard-verdeling van de familie genoemd. Indien Py continu is met kans-
dichtheid fX = Fk dan heeft de verdeling van Y = a + bX, b > 0, als kans-
dichtheid

£ (x-a)

fy(x) = Fy(x) '_'% xp /"

De grafiek van fY wordt uit die van fX verkregen door verschuiven over een
afstand a, "uitrekken" in horizontale richting met een factor b en delen
van de functiewaarden door b. De klassen van kansdichtheden
{b-1 fX(b_1(x-a)): - o< g <o, b>0}, {fx(x-a): - ® < a< o} en
{b-1 fx(b-1): b > 0} worden de door fy voortgebrachte families van kans-
dichtheden met plaatsparameter a en/of schaalparameter b genoemd.

Een tweede probleem van dit type is het bepalen van de kansverdeling
van Z = X + Y waarbij X en Y o.o. stochastische grootheden zijn. Wanneer
P = P_xP_ de simultane kansverdeling van X en Y voorstelt, dan volgt

X,Y XY
uit (2.5.10) en de stelling van Fubini (stelling 1.6.7T)

Fy(2) Ja I{(u,v):u+v;=z} (x,y) dPX,Y(X’y) =

(2.5.14)

]
o— Ht—
e |
—
v
z

dPx(X) J1 I{(u,v):v§g-u} (x,¥) dPY(y) =

k R

Xx), zeR.
1

Indien X en Y beide discreet verdeeld zijn, dan wordt de verdeling van Z
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bepaald door

(2.5.15) P(Z=z) = ) P(Y=z-x) P(X=x), zeR.
X

Als PY absoluut continu is ten opzichte van A\ met dichtheid f_,, dan volgt

Y’
uit (2.5.14), de overplantingsstelling (stelling 1.6.6) en de stelling

van Fubini (stelling 1.6.7)

F,(z)

fz(t) ar(t) dPX(x) =

Z
(2.5.16) J fY(t-x) ar(t) ap (x) =

X

[}
’;UT——- =o ks

VA
, f L £,(t-x) @ (x) A(t), zeR,

- R

zodat ook PZ absoluut continu is ten opzichte van A met dichtheid

(2.5.17) fZ(z) = J1 fY(z—x) dPX(x), Z € R1.

R

Blijkt f, continu te zijn op een open verzameling C, terwijl JC fZ arx =1,

Z
dan is PZ blijkbaar een continue verdeling op C. Dit is zeker het geval

als fY continu en begrensd is. Als niet alleen Y, maar ook X een verdeling
heeft, die absoluut continu is ten opzichte van A, met dichtheid fX, dan

volgt uit (2.5.17) en de stelling van Radon-Nikodym (stelling 1.6.8)

(2.5.18) fZ(z) = J fY(z-x) fx(x) dra(x), zeR .
1
R

Zijn PX en PY continue verdelingen, dan kunnen we de Lebesgue integraal in

(2.5.18) vervangen door de overeenkomstige oneigenlijke Riemann integraal.
De kansverdeling PZ (respectievelijk de verdelingsfunctie FZ of de kans-
dichtheid fZ) wordt de convolutie van de kansverdelingen P en P, (resp.

van de verdelingsfuncties FX en FY of de kansdichtheden fx en fY) genoemd.
Uit (2.5.10) blijkt dat de kansverdeling P, van een functie Y = ¢(X)
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van een stochastische vector X slechts afhangt van de kansverdeling PX van
X; de kensruimte (Q,4,P) waarop X gedefinieerd is en de functie X zelf doen
hierbij niet ter zake. Om de verdeling PY te bepalen kunnen wij dus naar

believen een kansruimte (Q,4,P) construeren, hierop een stochastische vec-

~

tor X definiZren met de vereiste verdeling P§ = PX en hieruit de verdeling
§§ = Py van Y = ¢(X) berekenen. Daar een geschikte keuze van (9,4,P) en X
de berekeningen vask aanzienlijk vereenvoudigt, wordt van dit Znvariantie

principe veelvuldig gebruik gemaakt (zie §2.6).

Opgaven
1. Als X een stochastische grootheid is met een continue verdelingsfunc-

tie F, dan is U = F(X) een stochastische grootheid met P(UeB) = A(B)
voor iedere Borelverzameling B < [0,1]. Bewijs dit.

2. Zij F een verdelingsfunctie op R1 en zij U een stochastische grootheid
met P(Usu) = uvoor 0 < u £ 1. Als verder F-1(y) = inf{x: F(x) 2 y}
voor O <y < 1, dan is X = F-1(U) een stochastische grootheid met F
als verdelingsfunctie. Bewijs dit.

3. Bewijs dat een stochastische vector X = (X1,X Xk) dan en dan al-

STREE
leen een discrete verdeling heeft als de marginale verdelingen van

X1, X2,...,Xk discreet zijn.

h. Als X ,X ,... 0.0. stochastische grootheden zijn met
p(ano) = P(Xn=1) = % voor alle n, dan is ook
o X
ve2

n=1 3
een welgedefinieerde stochastische grootheid.
Bewijs:
a) P(0¥<1) = 1;

—_

b) B(X,=0) = P(0s¥sz), P(x,=1) = p(5ran);
c) Als k > 1 en X =0of 1voor n=1,2,...,k, dan geldt
k xn X xn 1 k k
P(227=Y;2Z—5+‘I)=P(ﬂ{}(=x})=2-;
13 13 3 n=1

[}
[oNe]
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T met A(C) = 0 en P(YeC) = 1;

f) De verdelingsfunctie van Y is continu en is op c® differentieerbaar

e) Er is een gesloten verzameling C c R

met afgeleide 0.

5. Als de stochastische grootheden X1,X2,...,Xk 0.0. zijn en alle de-
zelfde verdelingsfunctie F bezitten, dan bezit Y = min(X1,...,Xk) de
verdelingsfunctie 1 - (1-F)k en 7 = max(Xj,...,Xk) de verdelingsfunctie

Fk. Bewijs dit. Leid vervolgens de simultane verdelingsfunctie van Y en

Z af.

2.6. VOORBEELDEN VAN KANSVERDELINGEN

DISCRETE VERDELINGEN

2.6.1. Gedegenereerde verdeling
Een stochastische grootheid X bezit een gedegenereerde verdeling in-

dien voor zekere X, € R1 geldt P(X=xo) = 1.

2.6.2. Alternatieve verdeling
Een stochastische grootheid X bezit een alternatieve verdeling indien

voor zekere XosX, € R' en 0 < p < 1 geldt P(X=xo) = p, P(X=x1) =1 - p.

2.6.3. Binomiale verdeling

Beschouw een samengesteld experiment (Q,4,P) bestaande uit n o.o.
(deel) experimenten (Qi’Ai’Pi)’ i=1,2,...,n. Zij Si een eventualiteit
waarvan het al dan niet optreden door de uitslag van het it experiment
wordt bepaald (d.w.z. Si € Ai) en waarvoor Pi(si) =p, 1= 1,2,...,n.
Indien Si optreedt zeggen wij dat het i€ experiment een succes oplevert.
Zij X het aantal der eventualiteiten S1,S2,...,Sn dat bij uitvoering van
het samengestelde experiment optreedt. Wegens de onafhankelijkheid van de
(deel) experimenten is de kans op het optreden van precies x voorgeschreven
eventualiteiten si1,si2,...,six gelijk aan pX(1-p)®*. Daar er (i) ver-
schillende deelverzamelingen {i1,i2,...,ix} c {1,2,...,n} 2zijn, komen wij
tot het volgende resultaat: Het aantal successen X bij n o0.0. experimenten

met kans p op succes bezit de kansverdeling

P(x=x) = (2) p (1-p)*7%, X =0,1,...,n.
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Deze verdeling wordt de binomiale verdeling met parameters n en p genoemd.
Het hier beschreven model heeft in de praktijk vrijwel steeds betrekking op
2,...,Sn steeds

dezelfde gebeurtenis bij de verschillende uitvoeringen van het experiment

n o0.0. uitvoeringen van hetzelfde experiment waarbij S1,S

aangeven. In voorbeeld 2.1.4 ¢) vonden wij reeds dat het aantal rode knik-

kers bij n aselecte trekkingen met teruglegging uit een vaas met r rode en

(N-r) witte knikkers een binomiale verdeling met parameters n en % bezit.

Daar aselecte trekkingen met teruglegging 0.0. experimenten zijn (opgave U

in §2.3) en bij iedere trekking de kans op een rode knikker (succes) gelijk

is aan %-is dit een speciaal geval van het hier behandelde algemene model.
7ij X, het "asntal successen" bij het i€ experiment, d.w.z.

1 als Si optreedt

X, =
. 0 als Sz optreedt,

dan geldt P(Xi=1) = p, P(Xi=0) 1-p, i=1,2,...,n, terwijl bovendien

Xq5Xp5- .. 5X, 0.0. zijn. Daar X z X is hiermee aangetoond dat de in

ons model geconstrueerde binomiaal verdeelde stochastische grootheid X kan
worden geschreven als de som ven n o0.0. stochastische grootheden die alle
dezelfde alternatieve verdeling bezitten. Toepassing van het in §2.5 ge-
noemde invariantie principe levert: de som van n o0.0. stochastische groot-
heden X1,X2,...,Xn met dezelfde alternatieve verdeling P(Xi=1) = D,

P(Xi=0) =1-p,i=1,2,...,n, bezit een binomiale verdeling met parameters
n en p. Indien (m+n) o.o. experimenten met kans p op succes worden uitge-
voerd en X (resp. Y) het aantal successen bij de eerste m (resp. de laat-
ste n) experimenten voorstelt, den zijn X en Y 0.0. en binomiaal verdeeld
met parameters m en p resp. n en p, terwijl Z = X + Y een binomiale ver-
deling met parameters (m+n) en p bezit. Volgens het invariantie principe
geldt dus: de som van twee o.0. stochastische grootheden met binomiale ver-
delingen met parameters m en p resp. n en p bezit een binomiale verdeling

met parameters (m+n) en p.

2.6.4. Hypergeometrische verdeling

Uit een verzameling van N elementen, populatie genaamd, waarven r
elementen een kenmerk R bezitten wordt zonder teruglegging een aselecte
steekproef van n elementen getrokken. Indien X het aantal elementen in de
steekproef voorstelt die het kenmerk R bezitten, den geldt (zie voorbeeld

2.1.4 ¢))
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r N-r

(X n—x)
N 3
0

P(X=x) =

voor max(0,n-N+r) < x < min(r,n), x geheel. Deze verdeling wordt de hyper-

geometrische verdeling genoemd; N, R en n zijn de parameters van deze ver-

deling. Voor vaste n en x geldt

r N-r -1
1im iE...E:é_ (n) (EQX (1 - E)H—X =
N X N N

e ()

N-pr->e
1 ) _n) 'y
= 1im r! — . (N-r)! — (N ﬁg.N =1,
roo  (r-x)!r (N-r~-n+x) ! (N-r) '
N-r->w

indien zowel r als (N-r) veel groter zijn dan n, kan de binomiale verdeling
met parameters n en % dus als benadering dienen voor de hypergeometrische
verdeling met parameters N, r en n. Daar de binomiale verdeling veelal een-
voudiger te berekenen is dan de hypergeometrische verdeling, wordt deze
benadering veel gebruikt. Wanneer wij bedenken dat X bij trekkingen met
teruglegging een binomiale verdeling met parameters n en ﬁ-bezit (zie voor-
beeld 2.6.3), ligt deze benadering ook wel voor de hand: als r en (N-r) veel
groter zijn dan n, dan is het intuiltief wel duidelijk dat al dan niet terug-

leggen weinig verschil maakt.

2.6.5. Poigson verdeling

Een stochastische grootheid X bezit een Poisson verdeling met parameter

p (>0) indien
P(X=x) = e i? s X =0,1,2,... .

Deze verdeling kan worden opgevat als de limiet van een rij binomiale ver-
delingen met parameters n en pn Voor n > ® en npn* u (dus pn + 0). Immers,
voor vaste X,

' X
. /ny X n-x _ 1 .. P
lim () py (1-p )" = 5 lim (=57 (1-p )77 =

n-ro
>
np -y
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LI x n_1 x -u
= o7 lim (np ) (=p )" =57 w e .

Voor grote n en kleine p kan de Poisson verdeling met p = np dus als bena-
dering dienen voor de binomiale verdeling met parameters n en p. Deze bena-
dering wordt veel gebruikt.

Er zijn echter ook situaties waarin deze limietovergang reeds Op na-
tuurlijke wijze in het model plaatsvindt en waarbij dan in dit model een
stochastische grootheid optreedt die niet bij benadering, doch exact een
Poisson verdeling bezit. Beschouw hiertoe een proces dat zich in de tijd af-
speelt en waarbij op ieder tijdstip een gebeurtenis S kan optreden (bijv.
gespreksaanvragen bij een telefooncentrale). Zo'n proces wordt een Poisson
proces met parameter A (>0) genoemd indien aan de volgende voorwaarden is

voldaan (de notatie f(x) = o(g(x)) voor x + O betekent dat lim f(x)/ =0):
x>0 g(x)

a) In een tijdsinterval ter lengte At is de kans dat S éénmaal optreedt
gelijk aan AAt + 0(At) voor At + O; de kans dat S in dit tijdsinterval

meer dan &&nmaal optreedt is 0(At) voor At - 0.

b) Het optreden van S in disjuncte tijdsintervallen is onafhankelijk.

7Zij X het aantal malen dat S optreedt in een tijdsinterval ter lengte T.
Om de verdeling ven X te bepalen verdelen wij het tijdsinterval in n ge-
lijke delen ter lengte 1 en defini&ren X ,n als het aantal malen dat S op-
treedt in het i van deze deellntervallen Uit a) en b) volgt dat voor

© = = . = . =0 =
n > iéxl =1) == + o(n~ ), P(Xl’n>1) o(n” ) en dus P(Xl’n )

=1 + o(n” 1) voor1.=1,2,...,n, en voorts dat X1 seeesX 0.0. zijn
el n,n

voor 1edere n. Dus geldt voor gehele x > O

P(X=x) > P({X=x} n {X LS voor i=1,2,...,n}) =

P({x der Xi,n zijn 1 en (n-x) der Xi,n zijn 0}) =

n-x

AL + 0(n_1)) voor n > «,

X
= OE o™ (175

Nu geldt voor n + « en vaste x



X
@) =25 (ro(1)); L v 0™ = A (140(1))

Moyo@™) = (-2 (ro(0) = €T (1v0(1)),

zodat

X X
plex) 2 & LEL (1a0(1)) > &7 DL
ot o)
voor n + «, Daar echter 20=n e ijf— =1, geldt

P(X=x) = e—AT L%E%f, X = 0,1,.0.3
X bezit dus een Poisson verdeling met parameter y = AT.

Zij X (resp. Y) het aantal malen dat S optreedt in het tijdsinterval
[O,u) (resp. [u,u+v)) bij een Poisson proces met parameter A = 1. Dan zijn
X en Y o.0. (veronderstelling b) en Poisson verdeeld met parameter u resp.
v, terwijl Z = X + Y een Poisson verdeling met parameter (u+v) bezit. Toe-
passing van het invariantie principe levert: de som van twee o.0. stochas-
tische grootheden met Poisson verdelingen met parameter u resp. v bezit een

Poisson verdeling met parameter (u+v).

2.6.6. Negatief binomiale verdeling

Beschouw een rij 0.0. experimenten met kans p > O op succes en zi]
X het nummer van het experiment waarbij het k° succes optreedt, d.w.z. het
aantal experimenten dat moet worden uitgevoerd om k successen te verkrijgen.
Daar {X=x} = {(k-1) successen bij de eerste (x-1) experimenten} n {succes

bij het x° experiment} en de eventualiteiten in het rechterlid kans
x=1
(

k—1) pk_1 (1_P)x-k resp. p bezitten en bovendien o.o. zijn, geldt

x-1 k x-k
(2.6.1)  P(x=x) = ((_;) p (1-p)7, X = K,k+1,... .
Deze verdeling wordt de negatief binomiale verdeling met parameters k en p
genoemd. Deze naam wordt in de literatuur echter ook wel gebruikt voor de
verdeling van X=X - k, het aantal mislukkingen dat aan het ke succes vVoor-

afgaat,
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(X+k—1 k

k1 ) P (1-p)* =

P(¥=x)
(2.6.2)
= (DX (B ), x =000,

en is in feite aman deze laatste schrijfwijze ontleend. Voor k = 1 vindt men

(2.6.3)  P(X=x) y* 1

™
I

p(1-p = 1,2,...

)X

(2.6.4)  P(X=x)

p(1-p 05,1400 3

] X

beide verdelingen worden in de literatuur aangeduid met de naam geometrische
verdeling of ook wel Pascal verdeling met parameter p. Om misverstanden te
vermijden zullen wij de naam negatief binomiale verdeling (c.q. geometrische
of Pascal verdeling) uitsluitend gebruiken om de verdeling ven X, zoals ge-
geven in (2.6.1) (c.q. (2.6.3)) aan te duiden.

Bij een rij o0.o. experimenten met kans p op succes definiéren wij nu

Xpo Xy * XgseeonXy + X,
bij het 1e,2 ,...,ke succes optreedt. X1 is dus het aantal experimenten

+...+Xk als de nummers van de experimenten waar-

dat moet worden uitgevoerd om het eerste succes te verkrijgen, terwijl voor
i=2,3,...,5k, Xi het aantal experimenten voorstelt dat na het verkrijgen van
het (i-1)e succes nog moet worden uitgevoerd om het i€ succes te verkrijgen.
De simultane verdeling van X = (X1”"’Xk) wordt gevonden door op te merken
dat voor iedere vector x = (x1,...,xk) van positieve gehele getallen de even-
tualiteit {X = x} dan en alleen dan optreedt als rijen van (x1-1),(x -1)5en.

2
...,(xk—1) mislukkingen steeds worden gevolgd door &én succes. Dus geldt

X ZXi—k
P(x=x) =p (1-p) s x. 21, i=1,2,...,k,

waaruit volgt dat X1,X2,...,Xk 0.0. zijn en geometrische verdelingen met
parameter p bezitten. Daar z Xi een negatief binomiale verdeling met para-
meters k en p bezit, volgt uit het invaeriantie principe dat de som van k
0.0. stochastische grootheden met Pascal verdelingen met parameter p een
negatief binomiale verdeling met parameters k en p bezit. Evenzo geldt dat

de som van twee 0.0. stochastische grootheden met negatief binomiale ver-
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deling met parameters k en p resp. m en p, een negatief binomiale verdeling

met parameters (k+m) en p bezit.

2.6.7. Multinomiale verdeling
Juist zoals in voorbeeld 2.6.3 gaan wij uit van een samengesteld ex-
periment (Q,4,P) bestaande uit n o.o. (deel) experimenten (Qi’Ai’Pi)’

ey . c
i=1,2,...,n. In plaats van twee eventualiteiten Si’si € Ai beschouwen

wij nu, voor iedere i = 1,2,...,n, k paarsgewijs disjuncte eventualiteiten
5 5 5 et Y S = Q. en P.{(S. .) =p.» ) p: = 1, voor
Di,1’°i,2"”’oi,k met U Di,j 1, en Pi\oi,Jr/ :pJ, L PJ s ]
i=1,2,...,n. Z1ij Xj het aantal der eventualiteiten S1,j’s2,j"'°’bn,j

dat bij uitvoering van het samengestelde experiment optreedt en zij

X = (X1,X ,...,Xk). Indien x = (x1,x ,...,xk) een vector van niet-negatieve

2 2
gehele getallen met z xj = n voorstelt, dan is de kans dat voor iedere

J = 1,2,...,k precies xj voorgeschreven evengualiteiten uit

{81,j’s

S_ .} optreden gelijk aan I ij. Daar de verzameling
"{1,2,...,n} op n! (I xj!)_1 verschillende manieren te splitsen is in k dis-

e’j’...’ n,J
Jjuncte deelverzamelgngen waarvan de je xj elementen bevat, komen wij tot
het volgende resultaat:

n! X X
P(x=x) = v v Y 1Y «ee P
XPXyl e X0 1 2 k

voor iedere vector x = (x1,x2,...,xk) van niet-negatieve gehele getallen

met z xj = n. Deze verdeling wordt de multinomiale verdeling met parameters
nenp= (p1,p2,...,pk) genoemd. Uit het model volgt rechtstreeks dat de
marginale verdeling van Xj een binomiale verdeling met parameters n en Pj
is. In de praktijk heeft het hier beschreven model vrijwel steeds betrek-
king op n o0.0. uitvoeringen van hetzelfde experiment waarbij voor iedere j
S1,j’s2,j"°"sn,j steeds dezelfde gebeurtenis bij de verschillende uit-
voeringen van het experiment aangeven; Xj is dan het aantal malen dat deze

gebeurtenis optreedt.

Continue verdelingen

Voor continue verdelingen van stochastische grootheden (c.q. vectoren)

X zal de kansdichtheid fX steeds worden gedefinieerd door (2.5.8); fX is

dus steeds een versie van de kansdichtheid van X ten opzichte van de Lebesgue
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maat op B' (c.q. op Bk).

2.6.8. Homogene verdeling
Een stochastische grootheid X bezit een homogene verdeling (ook wel

uniforme verdeling gensamd) op (a,b) indien voor a < b e R'

(b-a)”" voor a < x < b
£ (x) =
0 anders.
Dan geldt
0 voor x £ a
FX(x) =14 (xa) (b-a)_1 voor a < X < b
1 voor X > b.

2.6.9. Gamma verdeling

Een Poisson proces met parameter A (zie voorbeeld 2.6.5) wordt vanaf
het tijdstip O waargenomen. Zij X het tijdstip waarop voor de k€ maal de
gebeurtenis S optreedt, d.w.z. de wachttijd tot de x° gebeurtenis. Voor
X > 0 treedt de eventualiteit {X < x} dan en slechts dan op indien de ge-
beurtenis S in het tijdsinterval (0,x] tenminste k maal optreedt. Indien
Y het aantal malen voorstelt dat S optreedt in het tijdsinterval (0,x],
dan bezit Y een Poisson verdeling met parameter u = Ax (zie voorbeeld

2.6.5). Dus geldt

FX(x) = P(X<x) = P(¥2k) = 1 - P(¥<k) =
(2.6.5) 1 :
=1 - z e-)‘x ﬁ.—}‘%('ﬂ N x > 0.
j=0 ’

Daar F. continu differentieerbaar is op (0,®) met

X
k-1 i k=1 j-1
Fp(x) = e Q)T ] e (}\jx_1 TS

J=1

|
>
o~

(2.6.6)

s x > 0,
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en J Fk(x)dx = 1, is X continu verdeeld met dichtheid fX = Fi op (0,»).
0

De verdelingsfunctie FX is dus ook te schrijven als

K X AX
(2.6.7) FX(X) = TQ%TTT [ Y yk-1 dy = (k—u)! f e yk-1 dy, x > 0,
0 0

waaruit (2.6.5) door herhaalde partigle integratie kan worden teruggevonden.
Daar de integraal in het rechterlid van (2.6.7) bekend staat als een onvol-

ledige gamma functie, wordt deze kansverdeling een gamma verdeling met para-
meters k en A genoemd. Voor k = 1 ontstaat de zogenaamde exponentiéle verde-
ling met parameter ) waarvan de kansdichtheid en de verdelingsfunctie worden

gegeven door

fX(X)

L}
>
D

v

x > 0,

FX(x)

[}
-
!
)

-

x > 0.

Laten nu Z1 = X1, Z2 = X1 + X2""’Zk = X1 + X2+...+Xk de tijdstippen

voorstellen waarop de gebeurtenis S voor de 1e,2e,...,ke maal optreedt. X1
is dus de wachttijd tot de eerste gebeurtenis, terwijl voor i = 2,3,...,k,

X; de wachttijd van de (i-1)€ tot e i€ gebeurtenis voorstelt. Laat z € C =

= {(y1,...,yk): 0 <y, < eun < yk} en zij K = {(y1,...,yk): Iyi-zi] < h,
i=1,2,...,k} een k-dimensionale kubus om het punt z, waarbij h > 0 zo klein

1
i=1,2,...,k, disjunct zijn. Als verder Z = (ZT""’ZR)’ dan treedt de even-

is dat K ©¢ C. Dit betekent dat z, - h > O en dat de intervallen (zi—h,zi+h),

tualiteit {Z € K} dan en dan alleen op als S niet optreedt in de tijdsinter-
vallen [0,21-h] en [Zi+h’zi+1-h]’ i=1,2,...,k-1, S precies één keer optreedt
gedurende ieder van de intervallen (zi—h,zi+h), i=1,2,...,k-1, en minstens
één keer optreedt tijdens het interval (Zk-h’zk+h)' Uit de bekende eigen-
schappen van het Poisson proces (zie voorbeeld 2.6.5) volgt derhalve

k-1
—A(z1-h)-A ; (z;,4-2;-2h)

-2)\h k-1

«( 2Ahe ) (1 - e—th) =

PZ(K) e

—A(zk—h)

k-1 -2X
) ey,

(2xn (1 -
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zodat

PZ(K) -\z
=1 e . z e C.

lim %
>0 (2h)

Daar integratie van deze limiet over C juist 1 oplevert, mogen wij conclude-

ren dat PZ continu is op C met dichtheid
k "Mk
A e z e C
f (z) =
z 0 z e C°.

De simultane verdelingsfunctie van X1""’Xk in het punt (x1,...,xk) wordt

gevonden door fZ te integreren over de verzameling {(z1,...,zk): z, £ %45

z; - z; 4 2 %5, i =2,3,...,k}. Daar de determinant van Jacobi van de trans-

i = = e = . ijk i 1
formatie z1 t1, Z, t1 + t2, ,zk t1 + t2+ +tk gelijk is aan 1,

levert de overgang op de nieuwe variabelen t1,t2,...,tk in de integraal

=
=N
-~
>

A

o
—

n
>

ey
———

1
s
—_
Z
1
)
-
N
™
v
o
N
e
I
-
.
¥
M
.
»

X1,X2,...,Xk zijn dus o0.0. en identiek verdeeld met exponentiéle verde-
lingen met parameter A. Daar Zk een gamma verdeling met parameters k en A
bezit, volgt uit het invariantie principe dat de som van k o.o. stochas-
tische grootheden met exponentiéle verdelingen met parameter A een gamma
verdeling met parameters k en A bezit. Evenzo geldt dat de som van twee
0.0. stochastische grootheden met gamma verdelingen met parameters k en A
resp. m en A, een gamma verdeling met parameters (k+m) en A bezit. Dat de
relatie tussen de gamma verdeling en de Poisson verdeling een sterke ana-
logie vertoont met die tussen de negatief binomiale en de binomiale verde-
ling, zal na het voorafgaande wel duidelijk zijn.

vit (2.6.5), (2.6.6) of (2.6.7) volgt dat voor vaste k de gamma ver-

delingen een familie van kansverdelingen met schaalparameter X-1 vormen
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(zie §2.5); als standaard verdeling wordt de verdeling met A = 1 gekozen
met als kansdichtheid

1 -x_ k-1
f(x) = o7 © et x > 0.

Indien X een standaard gamma verdeling met parameter k bezit, dan heeft

X = A-1 X dus een gamma, verdeling met parameters k en A. Dit is ook zonder
meer wel duidelijk uit de definitie van het Poisson proces. Een Poisson
préces met parameter 1 gaat over in een Poisson proces met parameter A wan-
neer de eenheid van tijd met een factor A wordt vermenigvuldigd.

Bij de definitie van de gamma verdeling hebben wij ons tot nu toe be-
perkt tot positieve gehele waarden van de parameter k. Naar analogie van
(2.6.6) noemen wij nu voor willekeurige re&le k > 0 en A > 0 de kansverde-
ling met dichtheid

k

(2.6.8)  £,(x) = ”*k) eTAX T x> 0,

de gamma verdeling met parameters k en A. Hierin is

o

r(k) = J X T ax, k > 0,

0

de (volledige) gamma functie. Met behulp van partiéle integratie vindt men
I(k+1) = k I"(k) voor k > 0; daar T'(1) = 1 geldt I'(k) = (k-1)! voor posi-
tieve gehele k, zodat (2.6.8) in dit geval overgaat in (2.6.6) en deze bei-
de definities dus consistent zijn. Hoewel voor niet gehele k de relatie met
het Poisson proces is verbroken, kan men rechtstreeks met behulp van
(2.5.18) aantonen dat de som van twee 0.0. stochastische grootheden met
gamma verdelingen met parameters k en A resp. m en A ook voor niet gehele
k en m een gamma verdeling met parameters (k+m) en A bezit. Ook de conclusie
dat A_1 een schaalparameter van de gamma verdeling is blijft voor niet
gehele k geldig; als standaard gamma verdeling met parameter k wordt ook nu

het geval A = 1 gekozen.

2.6.10. Dubbel-exponentiéle verdeling

Een stochastische grootheid X bezit een dubbel-exponentiéle verdeling
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met parameter A > 0 (ook wel Laplace verdeling genaamd) indien

e-)\lxl, - 00 < x < o,

1

fx(x) =5 A

Daar de integraal van fX over R1 gelijk is aan 1, is fX inderdaad een kans-

dichtheid. Juist zoals bij de exponentiéle verdeling is X-1 een schaalpara-
meter; als standaard verdeling wordt het geval A = 1 gekozen. De naam La-
place verdeling kan tot verwarring aanleiding geven aangezien in het Frans

de normale verdeling (zie voorbeeld 2.6.12) naar Laplace wordt genoemd.

2.6.11. Cauchy verdeling

Een stochastische grootheid X bezit een standaard Cauchy verdeling als

1

f(x)=_"—, - ® < X < ™,
X r(14%°)
zodat
1 [* 1.1
F(x) == —dy—'='—+-arctnx, -® < X < o,
X T ) _o 1+y2 2 w

Daar Fx(w) = 1 is dit inderdaad een kansverdeling. De door deze verdeling
voortgebrachte familie met plaatsparameter a en schaalparameter b > O

wordt de familie van Cauchy verdelingen genoemd.

2.6.12. Normale verdeling
Een stochastische grootheid X bezit een normale verdeling met para-
meters - ® < u < © en 02 > 0 indien
_j_x—u)E

(2.6.9) £ lx)==p=e’ 7, Cw<x <,

.. eps . 2 .
waarbij o de positieve wortel uit o voorstelt. Deze verdeling wordt sym-
bolisch als N(u,oz)-verdeling aangeduid. De dichtheid (2.6.9) is symmetrisch
om het punt x = u, neemt zijn maximum aan in x = u en bezit twee buigpunten

in x = p * 0. Door overgang op poolcodrdinaten blijkt



3 0 _1X2 0 00 l(x2+y2)
2 _ 1 e 2 _ 1 T2 _
(J_w fx(x)dx) =50 (J ) e ax)< = - [ } f ) e dx dy =
1 2m o --;—r2
= 5n J d¢ ( re dr = 1
0 0

en daar fy > 0, is Ty dgs inderdaad een kansdichtheid voor iedere
- ® <y < ®en iedere g > 0.

De normale verdelingen vormen een familie van kansverdelingen met
plaatsparameter u en schaalparameter o, waarbij als standaard normale ver-
deling de N(0,1)-verdeling wordt gekozen. De standaard normale dichtheid

en de standaard normale verdelingsfunctie worden met ¢ resp. ¢ aangegeven:

12
1 T2F
(2.6.10) ¢(x) = Word e N - ® < X < o
x -1
(2.6.11) @(x)=7]§=_;f e? dy, - ® < X < o,

De integraal (2.6.11) kan niet in elementaire functies worden uitgedrukt.
Er bestaan echter uitgebreide tabellen van de functie ¢. Wegens de symme-

trie van ¢(x) om het punt x = 0 geldt voor alle x
(2.6.12)  o(-x) =1 - o(x),

waardoor met een tabel van & voor positieve waarden van het argument kan
worden volstaan.
Indien X een N(u,o2)—verdeling bezit, dan wordt de verdelingsfunctie
van X gegeven door
X-u
1,y-u,2 -— 12
=35 1 J" 2 Pt
e
00

X
(2.6.13) FX(x) = ;7%? [_m e &y = 75 dy = ®(—7;-),

zodat de waarden van FX voor iedere normale verdeling in een tabel van ¢

kunnen worden gevonden. Voor b > 0 wordt de verdelingsfunctie van

Y = a + bX gegeven door

FY(}’) = P(a+bX§_y) = FX(%) = Q(l—:;bu),
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zodat Y = a + bX voor b > 0 een N(a+bu,b202)—verdeling bezit. Merk op dat
dit laatste resultaat zowel als (2.6.13) niet anders dan een herhaling is
van de reeds uit (2.6.9) getrokken conclusie dat de normale verdelingen een
familie kansverdelingen vormen met plaatsparameter u en schaalparameter o.
Uit (2.6.12) volgt nu nog dat de verdelingsfunctie van Y = a + bX voor
b < 0 wordt gegeven door

Y—a-bu )

F (y) = PlatbXsy) = 1 - o(*== = o

y-a-bu)
Y t ]

Iblo

zodat Y = a + bX voor alle b # 0 en N(a+bu,b202)—verdeling bezit. Voor
a=-1pn/o, b= 1/c volgt dat (X-u)/o, de gestandaardiseerde van X, een
standaard normale verdeling bezit; deze uitspraask is equivalent aan (2.6.13).
In voorbeeld 2.6.13 zal worden aangetoond dat de som van twee 0.0.
stochastische grootheden met resp. een N(u1,o )- en een N(u2,o )-verdeling,

een N(u +u2,0?+o )-verdeling bezit.

2.6.13. Meerdimensionale normale verdeling

Zij A = (alJ) een symmetrische re&le (kxk)-matrix. A heet positief

definiet als voor iedere reéle kolomvector c = (c1,...,ck)' de kwadratische

vorm c'Ac = ziz' 8;5 ¢ C; > 0 is, tenzij ¢ = 0. Daar A symmetrisch is, be-
staat er een orthogonale matrix P zodanig dat P'AP = (lelJ), een diago-
naal-matrix met elementen 11,X2,...,Ak; voor iedere orthogonale P met

deze eigenschap vinden wij dezelfde waarden voor de Ai hoewel mogelijk in
een andere volgorde. A1,A2,...,Ak heten de eigenwaarden van A. Als A
positief definiet is, dan is ook P'AP positief definiet want voor c # O is
d = Pc # 0 zodat c'P'APc = d'Ad > 0. Echter c'P'APc = ) Aic§ en uit

Z Aici > 0 voor alle ¢ > 0 volgt ki > 0 voor i = 1,2,...,k. Omgekeerd:

Als Ai >0 voor i = 1,...,k, dan geldt voor iedere ¢ # O dat b = P'c # O

en dus dat c'Ac = c'P(P'AP)P'c = ) Aibi

> 0. Een symmetrische matrix A is
dus dan en slechts dan positief definiet als zijn eigenwaarden A alle po-
sitief zijn. Daar |A| = |P'AP| = H A heeft een positief deflnlete matrix A
een positieve determinant H x en is dus niet- s1ngu11er Daar P'A” P de in-
verse is van P'AP = (AlélJ), geldt p1a”Tp fk j)' De inverse van een
positief definiete matrix A is dus positief deflnlet en zijn eigenwaarden

zijn de inversen van de eigenwaarden van A.
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Zij I = (0..) een re&le symmetrische positief definiete (kxk)-matrix
met inverse i_' = (6%) en zij u = (u1,u2,...,uk)' een reéle kolomvector.

De stochastische vector X = (X1’X2""’Xk) bezit een k-dimensionale normale
verdeling als

(2.6.1L4)

T X, 50000 ) = 1 é-
X *x (2")k/2(li|)1/2

voor - » < x. < =, i=1,2,...,k, waarbij

(2.6.15)  Qlxseeesn) = Gew)' [ (xe) =

o~

k..
1
P oot Gemng ) (xmuy),
i=1 j=1 Jdd
]

en |z|2 de positieve wortel uit de determinant van I voorstelt. Deze ver-
deling wordt. symbolisch als N(u,I)—verdeling aangeduid. Voor k = 1 is

(2.6.14) de dichtheid van de (&&n-dimensionale) N(u1,o )-verdeling.

11
Laten A1,A2,...,Ak de eigenwaarden van I voorstellen en zij P de

-1

orthogonale matrix waarvoor geldt P' i P = (A;1Sij). Beschouw de trans-

formatie z = P'(x-u), x - u = Pz. Dan geldt

Jmm ces fjw flxyseeex) ax, ... ax,

1 * i -%Z'P'I_1Pz
k/2 1/2 f cee f IIPIIdz1 oo dz, =
(H}\ ) -0 00

= e
(2m) - K
k ©  TZi/on,
= I L e 1 dz. = 1
. Vomh. i 4
i=1 1 /=

daar de i° factor in dit product de integraal van de dichtheid van de
N(O,Ai)-verdeling voorstelt. Daar fx > 0 is fX dus inderdaad een kansdicht-
heid.

Indien X
dichtheid van

(X, 5+0.5% ) een N(u,)])-verdeling bezit dan wordt de kans-
1 'k

»42

= (X1""’Xk—1) gegeven door (zie §2.5):
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fi(x1,...,xk_1) = I_m fx(x1,...,xk) dx, =

k-1 k-1 ..
1 ij
exp{_ 2 15 jz1 g (Xi-ui) (xj‘uj)}

[}
Q

™) k-1 .
. J 3 exp{- % orkk(xk-uk)2 - Z ok‘](xj-uj)(xk—uk)} dx, =

- j=1
CHTT -2 ) Gy
= C expi{- = o -— X.=U. X.=u.)}
2 i=1 =1 qkk 171 J J
'f_mem{--;- k[xk- +z1 % (x u)]}dxk
5 e ki1 k§1 (i3 Gkickj) , o
= C exp{- = oY = ——) (x.-u.) (x.-u.)},
2 321 =1 G

waarin C en C constanten voorstellen. Zij X de (k-1) x (k-1)-matrix die uit

X ontstaat door weglaten van de k% kolom en de k° rij. Dan is 1_1 de matrix
ij _ k1 kJ ( kk)

met elementen o . Immers, voor i,j = 1,2,...,k=1,

k-1 . ki ks . ki

G 2——%;—) Ogj = Gij - olkokj - EEE (=¥, .) = 6. ..
s=1 o

Dus geldt

-1

£, 5eeox () = C eXP{——;' G T G

. . ~ = ] ~ = 1 '~ . 3
waarbij x (x1,...,xk_1) en u (u1,...,uk_1) . Daar fy een kansdichtheid
is en ]| positief definiet is, leidt het vergelijken van deze uitdrukking

voor fy met (2.6.14) tot de conclusie dat

C= 2n)2 II[

X is dus N(u,f)-verdeeld. Door permutatie van X,,...,X_ en herhaling van
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het bovenstaande procédé vinden wij: Indien X = (X1""’Xk) een N(u,l)—ver-
deling bezit, dan bezit X = (X X seesX] ), 12V
1 2 m

= (b, s, seeeou ) en i = (o
1 m

<V, < e < v <Kk
1 2 m =
V.V,
i

),
J

i,j = 1,2,...,m. Door in dit resultaat m = 1 te kiezen vinden wij dat

v
een N(;,I)-verdeling, waarbij I

de stochastische grootheid X een (ééndimensionale) N(u. ,oii)—verdeling be-
zit, 1 = 1,2,...,k. De vector u en de diagonaal-elementen o,; ven I zijn
dus juist de parameters van de marginale normale verdelingen van
XT’XQ""’XR'

De overige parameters U.j, i# j, van de N(u,4;—verdeling bepalen, zo-
als wij later zullen zien, de mate van afhankelijkheid van X1,X2,...,Xk.

1,X2,...,Xk dan en slechts

dan o.0. zijn indien Uij = 0 voor ieder paar indices i # j. Nodig en vol-

In dit stadium constateren wij slechts dat X

doende voor onafhankelijkheid is immers dat

1

(Eoll)

-1
k/2 172 S¥Pi= 3

k
-1 2
Z1 055 (x5-15)7

L) =
1 i (2m) i

een versie van fX is en hieraan is dan en slechts dan voldaan als Uij =0
voor alle i # j.
Tenslotte tonen wij aan dat meerdimensionale normaliteit door een

lineare transformatie van de stochastische vector niet verloren gaat. Zij

X = (X1""’Xk)' een stochastische vector met een N(u,I)—verdeling, B= (b..)

ij
een niet-singuliere (kxk)-matrix en a = (31,...,ak)'. Beschouw de stochas-

' .= ).b.. X. + a.
k) en Z; Jle xJ a;,
i=1,2,...,k. De verdelingsfunctievan Z in het punt z = (21,...,zk)'

tische vector Z = BX + a, d.w.2z. Z = (Z1,...,Z

wordt gegeven door

F,(2) = f f £ (k0 ax) Ky o dx,

Bx+a<z
In deze integraal gaan wij over op nieuwe variabelen y = Bx + a, d.w.z.
- . -1 . .
x =B 1(y—a). De kwadratische vorm (x-u)' I (x-n) in de exponent in

(2.6.14) gaat over in

(87 (y-a)-u)' §71 (87 (y-a)-w) = (y-Bu-a)' (87) §7' BT (y-Bu-a) =
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waarbi]j

(2.6.16) u* = Bu + a, I* =B i B'.

Dus geldt
%k % -1
F (z) = . { ! exp{- l(y-u’k)' * (y-u")
Z I_m - (2ﬂ)k/2(m)1/2 2 I
-1~ dy, «.. dy, =
Zk Zq -1
1 1 * * *
= cen exp{- =(y-u")"' (y=u")}
f—oo f-oo (2.")1{/2('1*[)1/2 2 I

. dy1 e dyk,

1 1 1

aangezien (|1*|)2 = (|II)2 I8l = (LI])Q N8~ . Daar I* positief de-
finiet is, hebben wij dus het volgende resultaat verkregen: Indien

X = (X1,...,Xk)' een N(u,i)-verdeling bezit en B een niet-singuliere
(kxk)-matrix voorstelt, dan bezit Z = BX + a een N(u*,I*)-verdeling met
p* en X* gegeven door (2.6.16).

Een tweetal rechtstreekse gevolgen van dit resultaat verdienen bij-
zondere aandacht. Daar B zodanig kan worden gekozen dat X* =B Z B' een
diagonaal-matrix is (d.w.z. oz. = 0 voor alle i # j), is het steeds moge-
1lijk om uit een N(u,x)—verdeelde stochastische vector X = (X1"'°’Xk)'
door een lineaire transformatie een stochastische vector Z = BX + a te
verkrijgen waarvan de componenten Zyse+5Z, 0.0. zijn en (ééndimensionale)
normale verdelingen bezitten. Merk op dat dit verschijnsel al impliciet werd
uitgebuit in het bewijs dat fX een kansdichtheid is. Daar I positief definiet
is kan men B zelfs zo kiezen dat I* =B I B' = I (de eenheidsmatrix); kiest
men dan tevens a = -Bp, dan volgt dat Z = B(X-u) een N(0,I)-verdeling bezit,

d.w.z. dat Z1""’Zk 0.0. zijn en standaard normale verdelingen bezitten.
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Een tweede gevolg van ons resultaat is dat Z1 = Z b1J XJ + a

dimensionale) N(u1,011) verdeling bezit. Daar iedere b = \01,...,b

, een (één-~

k) # 0 als

eerste rij van een niet-singuliere matrix B kan fungeren, volgt hieruit dat,

indien X = (X1""’Xk) een N(u,z)-verdeling bezit, de stochastische grootheid
= zj bj Xj + a een N(Xj bj ¥ + a, zi zj o3 b, bj)—verdeling bezit. Beperken

wij ons tot het geval dat een diagonaal-matrix is, dan kunnen wij dit ook

als volgt formuleren: Indien de stochastische grootheden X1""’Xk 0.0. zijn

en XJ een N( J,ci)-verdeling bezit, j = 1,2,...,k, dan bezit Y = z bJ XJ + a

een N(Z bJ M + a, l b o, )—verdellng. Dit resultaat werd reeds 1n voor-

beeld 2. 6 12 aangekondlgd.

Opgaven

1. De som van twee o.0. stochastische grootheden met binomiale verdelingen
met parameters m en p resp. n en p bezit een binomiale verdeling met
parameters (m+n) en p (zie voorbeeld 2.6.3). Bewijs dit, zonder gebruik
te maken van het invariantie principe, rechtstreeks met behulp van
(2.5.15).

2. Uit een populatie van N elementen waarvan r een kenmerk R bezitten
wordt zonder teruglegging een aselecte steekproef van n elementen ge-

trokken. Zij, voor i = 1,2,...,n,

1 als i% element in steekproef kenmerk R bezit

He

0 anders.

Geef de kansverdeling van Xi en de simultane kansverdeling van Xi en

Xj’ i# j. Zijn Xi en Xj 0.0.?
3. Voor de hypergeometrische verdeling uit voorbeeld 2.6.4 geldt

r N- n N-
o) - ARG @ ) .
) )

n r

Geef een kanstheoretische interpretatie van deze laatste uitdrukking
en leid een benadering voor P(X=x) af voor het geval zowel n als (N-n)

veel groter zijn dan r.



10.

11.

8L

De som van twee 0.0. stochastische grootheden met Poisson verdelingen
met parameter u resp. vV bezit een Poisson verdeling met parameters
(u+v) (zie voorbeeld 2.6.5). Bewijs dit rechtstreeks met behulp van
(2.5.15).
Geef een Poisson benadering van de binomiale verdeling voor het geval
n groot is en p dichtbij 1 ligt.
Bewijs dat de som van de kansen in (2.6.1) gelijk is aan 1. Wat be-
tekent dit resultaat?
Bepaal de kansverdeling van de som van twee o.0 stochastische groot-
heden die beide een homogene verdeling op (0,1) bezitten.
Indien X een binomiale verdeling met parameters n en p bezit, dan
geldt

1

P(Xzk) = ET(H%%:TTT J }’k(T—y)nmk—'1 dy, k = 0,1,...,0.

p

Indien X een Poisson verdeling met parameter u bezit dan geldt

o]
P(X;k)=l—{1-—fe'yyk ay, K= 0,1,00. «
u

.-

Bewijs deze resultaten door herhaalde partiéle integratie. Het tweede
resultaat volgt echter ook rechstreeks uit de relatie tussen de
Poisson- en de gamma verdeling (zie voorbeeld 2.6.9).

Het aantal eitjes, dat een insect in &én legsel produceert, kan be-
schouwd worden als een stochastische grootheid, die een Poisson ver-
deling met parameter u heeft. Voor ieder eitje is de overlevingskans,
d.w.z. de kans dat er inderdaad een levend insect uit voortkomt, gelijk
aan p, ongeacht de lotgevallen van eventuele ander eitjes. Bepaal de
kansverdeling van het aantal levende insecten dat uit één legsel voort-
komt.

Zij S0 = 0, Sn = X1+X2+...+Xn, n=1,2,..., waarin X1, X2,... 0.0,
exponentieel verdeelde stochastische grootheden zijn met parameter A.
Zij verder voor een vast getal x > O de stochastische grootheid T ge-
geven door T = max{n: Sn < x}. Bebaal de kansverdeling van T.
Bepaal de verdeling van de stochastische grootheid Y = —log(H?=

L %)
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waarin X1,X2,...,Xn 0.0. stochastische grootheden zijn, die alle homo-
geen verdeeld zijn op (0,1).

12. Peter en Paul hebben afgesproken elkaar op een bepaalde datum tussen
5 en 6 uur 's middags te ontmoeten. Als zij die dag op o.o0. aselect
gekozen tijdstippen tussen 5 en 6 uur op de afgesproken plaats arriveren,
en als ieder hoogstens een kwartier op de ander blijft wachten, hoe
groot is dan de kans, dat zij elkaar inderdaad ontmoeten?

13. De som van twee o.0. stochastische grootheden met gamma verdelingen met
parameters k en A resp. m en A bezit ook voor niet gehele positieve k
en m een gamma verdeling met parameters (k+m) en A. Bewijs dit met
behulp van (2.5.18).

14. TIndien X een dubbel-exponenti&le verdeling met parameter A bezit, dan
heeft |X| een exponentiele verdeling met parameter A. Bewijs dit.

15. Indien X en Y 0.0. zijn en beide een standaard Cauchy verdeling bezit-
ten, dan heeft hun gemiddelde Z = %(X+Y) eveneens een standaard
Cauchy verdeling. Bewijs dit door de dichtheid van X + Y met behulp
van contour integratie te berekenen.

16. 1Indien X en Y 0.0 zijn en beide een standaard normale verdeling be-

1

zitten, dan bezit hun gemiddelde Z = %(X+Y) een N(O;E)—verdeling. Be-

wijs dit rechtstreeks met behulp van (2.5.18).
17. Bewijs: Als de stochastische grootheden X en Y een tweedimensionale
N(u,I)—verdeling hebben met

2 2
My o oo

v = 1X= ,'D|<1,
2 2
po- o
dan zijn X + Y en X - Y onderling onafhankelijk.
18. Indien X en Y 0.0. zijn en beide een standaard normale verdeling be-

zitten, dan heeft Z = X/Y een standaard Cauchy verdeling. Bewijs dit.

2.T7. VERWACHTING EN MOMENTEN

Zij X een stochastische grootheid gedefiniéerd op een kansruimte
(,4,P).
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Definitie 2.7.1.

Indien X P-integreerbaar is noemt men

(2.7.1) EX = f X(w) ap
Q

de verwachting van X. Indien X P-sommeerbaar is spreekt men van een sto-

chastische grootheid X met eindige verwachting.

Dasr PX(B) = P(X—1(B)) voor B ¢ B1, volgt uit de overplantingsstelling
(stelling 1.6.6)

(2.7.2) EX = [1 x dPX.

EX hangt dus alleen van de kansverdeling PX ven X af, d.w.z. stochastische
grootheden met dezelfde kansverdeling hebben ook dezelfde verwachting. Men
spreekt dan ook wel over de verwachting van een kansverdeling in plaats
van de verwachting van een stochastische grootheid die deze kansverdeling
bezit. Soms zullen wij EX door é&n symbool willen aangeven. Hiervoor zal
dan in het algemeen de letter u worden gebruikt. Daarbij zal uiteraard
steeds worden aangegeven op welke stochastische grootheid of op welke kans-
verdeling deze verwachting betrekking heeft.

Zij Y = (Y 5-..5Y
beschouw de stochastische grootheid X = ¢(Y) = ¢(Y1,...,Y

) een stochastische vector met kansverdeling PY en
k)’ ¢ eindig en
meetbaar. Dan geldt, wederom volgens de overplantingsstelling

(2.7.3)  EX = E¢(Y) = f ¢(¥(w))ap = f o(y) dPy.
Q Rk

Wij kunnen de verwachting van X = ¢(Y) dus op drie verschillende Wijzen be-

palen: als integraal over 2 m.b.t. P, als integraal over R1 m.b.t. zijn

kansverdeling P, en als integraal over Rk m.b.t. de kansverdeling P, van Y.

X Y
In de vaak voorkomende situatie waarin PY gegeven is, is (2.7.3) meestal de
aangewezen methode; het voordeel boven (2.7.2) is dat wij ons de moeite van
het bepalen van PX besparen.

Indien X een kansdichtheid fX ten opzichte van een o-finiete maat u op
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(R1,B1) bezit, kan (2.7.2) volgens de stelling van Radon-Nikodym ook ge-

schreven worden als

(2.7.4) EX = f x fX(x) du(x).
1
R

. . AN . 1
Als X een discrete verdeling op een eindige of aftelbare verzameling D ¢ R
bezit, kan voor u de telmaat op D worden gekozen waardoor (2.7.lL) overgaat

in .

(2.7.5) EX = ) x P(X=x).
xeD
Voor continu verdeelde X met kansdichtheid fX = Fi kan voor u de Lebesgue

maat worden gekozen waardoor (2.7.4) overgaat in

(2.7.6) EX = f X fX(x) ax.

Op analoge wijze kan (2.7.3) worden geschreven als

(2.7.7) EX=E ¢(Y) = f o(y) £y (y) av(y)
k
R
wanneer Y een dichtheid fY ten opzichte van een o-finiete maat v op

k _k . . . .
(R",B") bezit. Als Y discreet is op D © R® vinden wij

(2.7.8)  EX=E ¢(Y) = } oly) P(¥=y),
yeD
terwijl voor continu verdeelde Y met fy gedefinieerd door (2.5.8) en
continue ¢ geldt
o

(2.7.9)  EX=E o(¥) = f f¢<y> £, @, e dy,

-00

De volgende eigenschappen van de verwachting volgen rechtstreeks uit die

van de integraal (zie stelling 1.6.1).
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Stelling 2.7.1.

a. Als X(w) = IA(w), A € A, dan geldt EX = P(A).

b. Als P(X=c) =1, c ¢ R1, dan geldt EX = c.

c. Voor stochastische grootheden X1 en X2 en reé€le a, b en c geldt
E(aX1+bX2+c) =a EX1 + Db EX2 + ¢ mits het rechterlid van deze gelijk-
heid gedefinieerd is.

d. Als P(X1;}2) = 1 dan geldt EX, < EX, mits beide verwachtingen gedefi-

. nieerd zijn; met name volgt uit P(X<e) = 1, c € R1, dat EX < c.

e. Indien EX gedefinieerd is, geldt |EX| < E|X| = EX + EX .

Natuurlijk bezitten ook de andere stellingen over integralen een analogon
voor verwachtingen. WiJ noemen hier slechts de ongelijkheid van Jensen en

een speciaal geval van de stelling van Fubini.

Stelling 2.7.2. (Jensen)
7Zij X een stochastische grootheid met eindige verwachting en zij ¢ een

re€le meetbare convexe functie op R'. Dan geldt E ¢(X) > ¢(EX).

Stelling 2.7.3. (Fubini)
Als X1 en X2 0.0. stochastische grootheden zijn waarvoor hetzi]
P(X,X,20) = 1 hetzij E|X1X2| < ®, dan geldt EX X, = EX EX,.

De verwachting van X kan worden opgevat als een "gemiddelde waarde"
van de stochastische grootheid. Evenzo kunnen wij "gemiddelden" van ze-

kere functies van X beschouwen.

Definitie 2.7.2.

Indien Xk voor zekere gehele k > O P-integreerbaar is, noemt men
E£‘=[xk(w) ap

het k° moment van X; als bovendien u = EX gedefinieerd en eindig is, noemt

men

E(x-u)¥ = f (x(w)-w)¥ ap
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het k° centrale moment van X. Voor iedere rele r > O heet
Elx|T = { |x(w)|¥ ap

het absolute moment van de orde r van X.

In tegenstelling tot absolute momenten worden momenten en eentrale mo-
menten slechts voor gehele waarden van k gedefinieerd. Deze beperking komt
voort uit het feit dat wij slechts verwachtingen van reéle functies wensen
te beschouwen. Merk op dat voor iedere stochastische grootheid X alle abso-
lute momenten en alle even momenten gedefinieerd zijn; als X een eindige
verwachting bezit, zijn ook alle even centrale momenten gedefinieerd. Dit

houdt natuurlijk geenszins in dat deze momenten ook eindig zouden zijn.

Stelling 2.7.k.

Indien voor zekere reéle ro > 0 het absolute moment van de orde Ty van een

stochastische grootheid X eindig is, dan is ook het absolute moment van de

orde r van X eindig voor alle 0 < r < Ty Tevens zijn dan het k° moment en

het k° centrale moment van X gedefinieerd en eindig voor alle positieve ge-
hele k < Tye
Bewijs:

Voor 0 < r < ro geldt

o
o;f | x(w)|* dP;J {|x(w)] © + 1} @P < =,

Voor gehele positieve k <, volgt uit de hierboven aangetoonde P-sommeer-
baarheid van IXlk en de meetbaarheid van Xk tevens de P-sommeerbaarheid
van het positieve en van het negatieve deel van Xk en dus ook die van Xk
zelf. Het k° moment is dus gedefiniéerd en eindig. Het bestaan van een po-

sitieve gehele k <7, impliceert dat r, > 1, zodat volgens het voorafgaan-

o=
de u = EX gedefiniderd en eindig is. Dus is ook

(c1)k=d (X ki

k _
(X-p)" = o F

3

I o~

P-sommeerbaar, zodat het k% centrale moment gedefinieerd en eindig is.
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Behalve het eerste moment (de verwachting) waarvan in stellingen
2.7.1 = 2.7.3 reeds eigenschappen werden genoemd, zullen wij in deze para-
graaf slechts het tweede centrale moment nader beschouwen. Dit moment wordt
ook de variantie genoemd en aangegeven met het symbool 02; deze notatie als
kwadraat is geoorloofd daar het tweede centrale moment, mits gedefinieerd,

steeds niet negatief is.

Definitie 2.7.3.
De variantie van een stochastische grootheid X met eindige verwachting

u = EX wordt gegeven door
(2.7.10) 20 = B0 = | (x(w)-w)? ey

de standaardafwijking van X wordt gegeven door de niet negatieve wortel uit
de variantie van X:
il
2.2
(2.7.11)  o(X) = [E(X-p)1° > 0.

Volgens stelling 2.7.4 is de variantie van X gedefinieerd en eindig

o e . . 1
indien EX? < o, Als X discreet verdeeld is op D ¢ R dan geldt volgens
(2.7.8)

(2.7.12)  o2(x) = § (x=u)? P(x=x);
xeD

als X continu verdeeld is met fX = Fk dan geldt volgens (2.7.9)

(2.7.13) 6200 = [ (-)? £y(x) ax.

De standaardafwijking van X, als zijnde de wortel uit de verwachte
kwadratische afwijking van X van zijn verwachting, heeft dezelfde "fysische
dimensie" als de stochastische grootheid X zelf en wordt algemeen gehanteerd

als een maat voor de "spreiding" van de kansverdeling van X.

De variantie bezit de volgende elementaire eigenschappen.
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Stelling 2.7.5.
a. 02(X) = 0 dan en slechts dan indien P(X=c) = 1 voor zekere re&le c.

b. oe(x) = B - (EX)2 indien het linkerlid gedefinieerd is.
2
(

c¢. Indien ¢ (X) gedefinieerd is geldt voor alle redle a en b

0% (a#bX) = b° 0°(X) en dus o(a+bX) = |b| o(X).

Bewijs:
2 2 . .
a. o (X) = ! (X(w)-n)® dP = 0, p = EX, impliceert dat (X(w)—u)2 =0
P-bijna overal, d.w.z. P(X=p) = 1. Omgekeerd: als P(X=c) = 1 dan geldt

c)
u = EX = ¢ zodat (X(w)—u)2 = 0 P-bijna overal en dus 02(X) = 0.

b, 02(X) = E(x-n)2 = E(P-2uxn®) = EX® - 2u EX + u° = EX° - (EX)? waarin
u = EX.

c. Voor u = EX geldt E(a+bX) = a + by zodat 02(a+bX) = E(a+bX—-a—bu)2 =
= B2 (x-1)? = b2 o2 (%).

Uit c. en stelling 2.7.1 volgt dat indien X eindige verwachting
u = EX en eindige variantie 02 = GQ(X) bezit, de stochastische grootheid

X=X
g

verwachting 0 en variantie 1 bezit. Men noemt X" de gestandaardiseerde

van X. Uit c. blijkt tevens dat de standaardafwijking de eigenschappen be-
zit die wij van een maat voor "spreiding" mogen eisen: hij is invariant
onder verschuiving van de kansverdeling van X en reageert lineair op schaal-

veranderingen.

Definitie 2.T7.h4.

Indien de stochastische grootheden X, en X, eindige verwachtingen U, resp.

1 2

Mo bezitten en X1X2 P-integreerbaar is, wordt de covariantie van X1 en X2

gegeven door

cov(X1,X

2) = E(X1—u1) (x

2—u2).

De stochastische grootheden X, en X, heten ongecorreleerd indien
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cov(X1,X2) = 0.

Merk op dat cov(X,X) = GQ(X)

Stelling 2.7.6.

a. cov(X1,X2) = EX,X, - EX;EX, indien het linkerlid gedefinieerd is.

b. Indien X1 en X2 eindige varianties bezitten is cov(X1,X2) gedefinieerd
en eindig.

c.  Indien X1 en X2 0.0. zijn en een eindige covariantie bezitten dan zijn
X, en X, ongecorreleerd.

1 2

. oor reele a, ,a,,...,a en stochastische grootheden 23 Xyseeos
d. V 1 1 n tochastisch thed X1 X2 Xn

met eind{ge varianties geldt

o () a.X.) = a. a. cov(X.,X.) =
1 i=1 j=1 * 9 i

2 2
a; o
1

nhe~—s

(x;) +2 ) 8; a; cov(Xi,Xj)

1 1<g

Indien X1,X ,...,Xn bovendien paarsgewijs ongecorreleerd zijn geldt

T 2 2
o"( ] ;%) = .; 2 o (%)

N.B. Met nadruk zij er op gewezen dat deel c van deze stelling niet omkeer-
baar is: ongecorreleerde stochastische grootheden X1 en X2 zijn niet nood-

zakelijk o.o. (zie opgave ).

Bewijs:
a. Daar cov(X1,X2) gedefinieerd is zijn Hy = EX1 en u, = EX2 beide eindig

zodat

cov(X;,X,) = E(XXymn XpmupX tu uy) =

EX1X2 - u1EX2-—u2EX1 + WM, = EX1X2 - EX1EX2

aangezien het rechterlid gedefinieerd is (stelling 2.7.1). Merk op dat

hieruit volgt dat eindigheid van M, en u, en P-integreerbaarheid van

2
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X1X2 ook P-integreerbaarheid van (X1—u1) (X2—u2) inhoudt, waarmee de-

finitie 2.7.4 gerechtvaardigd is.

b. Daar 02(X1) < o en 02(X2) < =, zijn EX,, EX?, EX, en Exg alle eindig.
Aangezien |2 X1X2 < X? + Xg is dus ook X1X2 P-sommeerbaar zodat het
gestelde uit a. volgt.

c. Uit stelling 2.7.3 volgt dat in dit geval EX1X

5 = EX1EX2 zodat vol-

gens a. cov(X1,X2) = 0.
d. Uit de eindigheid der varianties volgt de eindigheid der verwachtingen

en covarianties zodat E ) a. X. = ) a. u. waarbij u. = EX., en
i W T T N i 1

o®(Ja;x;) = ] a;(x-u; D% = B ] Joag s (Xpmug) (Kw,) =
13

=7 ) a, a. cov(X.,X,).
S 1%
Hieruit volgen de overige beweringen onder d.

Uit stelling 2.7.1 c. en stelling 2.7.6 c. en d. volgt onmiddellijk

Stelling 2.7.7.
Indien X.,X.,...,X_ stochastische grootheden zijn met dezelfde eindige
1°72 n
variantie 02 = 02(Xi) en verwachting p = EXi’ dan geldt voor hun som
_ . =_1rm
s=7 X; en hun gemiddelde X = _ Xi=1 X

i=1 i

ES = nu, EX = u.

Als X1,X ,...,Xn bovendien paarswijs ongecorreleerd zijn (dus a fortiori

wanneer zij paarsgewijs of onderling onafhankelijk zijn) dan geldt

2
02(3) = no2, oz(i) = %; .
Definitie 2.7.5.
Zij X = (X1,X2,...,Xn) een stochastische vector waarvan iedere component

eindige variantie bezit. De covariantie-matrix iX van deze stochastische

vector is de (nxn)-matrix met elementen 5,5 = cov(Xi,Xj) i,j = 1,2,...,n0.
k]

N.B. Het diagonaal element o5 5 stelt de variantie van Xi voor en niet de

t]
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standaardafwijking van Xi zoals de notatie zou doen vermoeden.

Stelling 2.7.8.

Z2ij X = (X1’X2""’Xn) een stochastische vector waarvan iedere component
eindige variantie bezit. Dan is de covariantie-matrix IX symmetrisch en
positief semi-definiet. iX is dan en slechts dan singulier indien er een
niet triviale lineaire combinatie van X1,X2,...,Xn bestaat die een ge-
degenereerde verdeling bezit, d.w.z. indien voor zekere reé€le c en

31;a2,...,an met Z a? # 0, geldt

n

Bewijs:
IX is symmetrisch daar cov(Xi,Xj) = cov(Xj,Xi). Aangezien een variantie

steeds niet-negatief is volgt uit stelling 2.7.6 d

n
< aX.)= ] ) o..a a., 0. .=cov(X. ,X.),
i= i=1 j=1 1,9 1 3 1,d 17

voor alle reéle 81s855- .58, zodat ¥X positief semi-definiet is. IX is

dus dan en slechts dan singulier, indien er reéle getallen R L
met z a? # 0 bestaan, waarvoor de bovenstaande kwadratische vorm gelijk
aan nul, d.w.z. waarvoor oz(ZaiXi) = 0. Toepassing van stelling 2.7.5 a

voltooit het bewijs.

is

Past men het bovenstaande toe voor n = 2, dan vindt men dat voor twee

stochastische grootheden X, en X2 met eindige varianties de matrix

:
oF(x,) cov(X, ,X,)
(2.7.1k4) 2

cov(X1,X2) o (XZ)

positief semi-definiet is. De determinant van deze matrix is dus niet

negatief, d.w.z.

(2.7.15) |cov(X1,X2)| < c(X1) o(XQ);
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gelijkheid geldt hierbij dan en slechts dan indien de matrix (2.7.1L)

singulier is, d.w.z. indien voor zekere a,, a, enc met a? + ag # 0 geldt

(2.7.16) P(a X1+a2X2=c) = 1.

1

De ongelijkheid (2.7.15) - die in feite niet anders is dan de ongelijkheid

van Schwartz - is aanleiding tot de volgende definitie.

Definztte 2.7.6.
De correlatie-coéfficiént van twee stochastische grootheden

eindige positieve varianties wordt gegeven door

cov(X1,X2)

) = STX e (®,)

o (X, ,X,

Stelling 2.7.9.

Voor twee stochastische grootheden X1 en X2 met eindige positieve varian-

ties geldt steeds

-1 ;p(x1,x2) < 1.

0 dan en slechts dan indien X

0 (X,,X,)
p(X,5X,
a,, &, en c waarvoor a,a, < 0 (resp. > 0).

; en X2 ongecorreleerd zijn;

) = 1 (resp. - 1) dan en slechts dan als (2.7.16) geldt voor zekere

Bewijs:

De beide eerste beweringen volgen uit (2.7.15), het feit dat beide varian-
ties positief en eindig zijn en uit de definitie van het begrip ongecorre-
leerd. Daar de varianties positief zijn, zijn de verdelingen van X1 en X2
beide niet gedegenereerd. Dus geldt |p(X1,X2)| = 1 dan en slechts dan in-
dien (2.7.16) vervuld is voor zekere a, en a, waarvoor a1aé # 0. In dit
geval geldt

a8, cov(X1,X2) = cov(a1X1,a2X2) = cov(a1X1,c-a1X1) -a] s (X ) < 0,
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zodat p(X1,X2) = 1 (resp. -1) en dus cov(X1,X2) > 0 (resp. < 0) impliceert

dat a,a, < 0 (resp. > 0).

Een correlatieco&ffici&nt 1 of - 1 geeft dus aan dat er tussen beide
stochastische grootheden met kans 1 een stijgend respectievelijk dalend
lineair verband bestaat. In het algemeen wordt Ip(X1,X2)] opgevat als een

asnduiding van de mate van lineaire afhankelijkheid tussen X1 en X2.

Voorbeelden
Deze paragraaf wordt besloten met het berekenen van verwachtingen, varian-

ties en covarianties van de in §2.6 behandelde kansverdelingen.

2.7.1. Gedegenereerde verdeling
Indien P(X=x0) = 1 dan geldt EX = x
en 2.7.5.

o en 02(X) = 0 volgens stellingen 2.7.1.

2.7.2. Alternatieve verdeling in 0 en 1

Als P(X=1) = p en P(X=0) = 1 - p dan geldt EX
2

o2(x) = EX® - (EX)® = p -p = p(l-p).

P, EX2 = p en dus

2.7.3. Binomiale verdeling

7Zij X binomiaal verdeeld met parameters n en p, d.w.z.

P(X=x) = (1) pr (1-p)™7%, X = 0,1,...,0.

Zoals in §2.6 werd opgemerkt is de verdeling van X dezelfde als die van

waarbi] X1,X ,...,Xn 0.0. zijn en alle de in het vorige voorbeeld be-

sproken alternatieve verdeling bezitten. Dus geldt volgens stelling 2.7.7

(2.7.17) EX = np, 02(X) = np(1-p).

2.7.4. Hypergeometrische verdeling

Veronderstel dat X de hypergeometrische verdeling
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ry N-r
P(X=X) = X n-x

M

n
bezit. Een voorbeeld van een dergelijke stochastische grootheid X is het
aantal rode knikkers in een aselecte steekproef zonder teruglegging van n
knikkers uit een vaas waarin zich r rode en (N-r) witte knikkers bevinden.
Definiéren wij

1 als bij de i€ trekking een rode knikker wordt getrokken
X. =

1 0 anders,
dan geldt X = zg=1 Xi voor deze X. Bij het beantwoorden van opgave 2 van

§2.6 wordt gevonden.(ga dit na)

P(xi=1)=§, P(xi=o)=1-§, i=1,2,...5n
-1y o r(r=1) Ay r(r-1) . .
P(Xin—T) = m, P(Xin-O) =1 - m , i# 3,

zodat X1,X2,...,Xn afhankelijk zijn doch alle dezelfde alternatieve ver-
deling bezitten. Uit het bovenstaande volgt

_ r(N-r)
Xi) - N2 2

2(

r(r-1) (& 2__ r(N-r)

.,X.) = EX.X. - EX.EX. = - .
cov(¥;,Xs) = BX;Xy - BB = o) - (W 7T 2

Uit het eerste deel van stelling 2.7.7 en uit stelling 2.7.6 d volgt nu

(2.7.18) Ex =25, oP(x) = nifizn) plir)
N7 (N-1)
aangezien
n n
P =] X) = J (X)) +27 T cov(X:,X.) =
i=1 b i= * i<j B
=0 r(N-r) _ n(n-1) r(N-r) _ n(N-n) r(N-r) .

N N2 (N-1) N2 (N-1)
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2.7.5. Poisson verdeling

Indien X een Poisson verdeling met parameter u bezit, d.w.z.

x
P(X=x)=e_u§—!, X = 0,1,5000s
dan geldt
2
(2.7.19) EX=u, o (X)=u
Imiers
© b o
-u u =u u =H u
EX = e 2 Xy = e E Ty = € He =y,
=0  * x=1 (x=1)!
" E u u E T w2 u 2
EX(X-1) = e x(x-1) =5 = e s=e " pT e =15,
220 x! x=p (x-2)!
o2(x) = EX - (EX)? = EX(%-1) + EX - (EX)Z = u2 +u - w2 = .
2.7.6. Negatief binomiale verdeling
Als X een negatief binomiale verdeling met parameters k en p bezit, d.w.z.
- k -k
P(X=x) = (i_}) o (1-p)¥7E, X = Kktl,u00,
dan geldt
2 k(1=
(2.7.20) Ex =%, o°(x) = —(-EL) .
P P
Immers, voor k = 1 geldt
v x-1 a v x a -1y _1
EX= ) xp(1-p)* ' =-p— ] (p) =-p3-(p )=,
x=1 @ y=o dp P
o 2 ©
-1 da x+1 _ 2
Ex(x+1) = ] x(x+1) p(1-p)* =p = [ (-p)7 =5,
x=1 ap°~ x=-1 P

cz(x) = EX° - (Ex)2 = EX(X+1) - EX - (EX)2 = keB .

P
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Aangezien de som van k 0.0. stochastische grootheden met negatief binomiale
verdelingen met parameters 1 en p een negatief binomiale verdeling met

parameters k en p bezit, volgt (2.7.20) uit stelling 2.7.7.

2.7.7. Multinomiale verdeling

Zij X = (X1’X2""’Xk) een stochastische vector met een multinomiale verde-

ling met parameters n en p = (p,sDysee+sD, ), A.W.Z
Pq2P2 k

n! “x1 “x2 X
e DT T2 Tk
voor iedere vector x = (x1,x2,...,xk) van niet-negatieve gehele getallen
met E xj = n. Daar de marginale verdeling van X. een binomiale verdeling

met parameters n en p'j is, geldt

2 .
(2.7.21) EXj = mps, © (xj) = npj(T—pj), j=1,2,...,k.

Voorts is voor j # m

Yy Y
(n-2)! 1 k _
n(a-1) Pj Pn I Yt vyt Py e Py n(n-1) Pj Py

waarbij de eerste sommatie loopt over alle x = (x ,...,xk) met niet-nega-

1
tieve gehele componenten met z X; =nen de tweede sommatie over alle
y = (y1,...,yk) met niet-negatieve gehele componenten met ) y; =n -2

De laatste som is derhalve gelijk aan 1. Uit het bovenstaande volgt
(2.7.22) cov(Xj,Xm) =-1nD;p, Jj # m.
2.7.8. Homogene verdeling op (0,1)

De kansdichtheid van een stochastische grootheid X die homogeen verdeeld

is op (0,1) is
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1 voor O < x < 1

f (x)
X 0 anders

]

1 2 1
Daar I x fX(x) dx = 7 en J X fX(x) dx = 3 geldt

2(){) = ——

=1
(2.7.23) EX=50 =

2.7.9. Gamma verdeling
De kansdichtheid van een stochastische grootheid X die een gamma verdeling

met parameters k en A bezit wordt gegeven door

k
_ A -Ax k-1
fx(x) = F(—ky e X N x > 0.
Daar
T x f(x) dx = A< f e_)‘X K ax = ! [ e X xF ax
X r(k) AT(k
-0 0 0
_I(x+1) _k
AT(k x°
-] k 0
- +! +1
J 2 £ (%) ax = ;(k) J Rt s R Fék 2) _ k(k2 ),
AT(k) A
—00 0
geldt
(2.7.24)  EX =%, o°(x) = £
A

2.7.10. Dubbel-exponentiéle verdeling

X bezit een dubbel-exponenti&le verdeling met parameter X als

_ 1, ~Alxl
fx(x) =zXe .
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Het eerste volgt uit de integreerbaarheid van x fX(x) en de symmetrie van

fX om nul, terwijl

o ©o
GQ(X) = BX° = % A f x2 e_)‘|x| dx = A f %> e_)‘X dx = gﬁu
-0 . 0 A

2.7.11. Cauchy verdeling

X bezit een standaard Cauchy verdeling als

1
~
x(x) a(14x2)

m{ 14x )

Voor reéle r > 1 is de functie 1x1F (1+x2)—1 niet sommeerbaar terwijl voor
oneven k > 1 de functie xk(1+x2)_1 zelfs niet integreerbaar is. De Cauchy
verdeling bezit dan ook geen enkel eindig moment van een orde > 1. De on-
even momenten en alle centrale momenten zijn niet gedefinieerd; de even
momenten en alle andere absolute momenten van een orde r > 1 zijn alle ge--

1lijk aan + o,

2.7.12. Normale verdeling

X bezit een normale verdeling met parameters u en 02 als
- 1x=1y2
- 2( [o; )

_ 1
(x) = ovamw €

fX
Zoals de notatie reeds doet vermoeden zijn verwachting en variantie van X
juist gelijk aan de parameters u en 02 van de verdeling:

(2.7.26) EX = u, o°(X) = o°.

Het eerste volgt uit de integreerbaarheid van x fX(x) en de symmetrie van

fX om u, terwijl parti&le integratie levert

2(x) = 2 e B ax =
o (X) = o (x-p)° e o = 75

-C0 -

- 2 % 2
(Xky2 o J o -1y
00

2

a
g ——8
o
1
=
[

1l
Q
(N
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2.7.13. Meerdimensionale normale verdeling
De stochastische vector X = (X1,X2,...,Xk) bezit een k-dimensionale N(u,i)—

verdeling als

1
(2“)k/2 (‘11)1/2

In §2.6 werd aangetoond dat X5 in dit geval een é&ndimensionale N(ui,cii)—

fX(x) = exp(-3(x-u)"' 1'1(X-u))-

verdeling bezit, zodat

2 .
(2.7.27) EX; =u;s © (xi) =0 i=1,2,...,k.
Voorts werd bewezen dat z bj Xj een ééndimensionale N(E b.U:, 2 Zc..b.b.)-
i
2
(

verdeling bezit. Hieruit volgt dat o (X.+X.) = 0., + 0.. + 20.. =
i ii 33 ij
= og(Xi) + 02(Xj) + Ecij voor i # j, aangezien de matrix i symmetrisch is.

Vergelijkingen met stelling 2.7.6 4 leert nu dat

(2.7.28) cov(Xi,Xj) = Gij(= oji)’ i#J.

De parameters u en t van de meerdimensionale normale verdeling zijn dus

Jjuist de vector van verwachting en de covariantie-matrix van de stochastische
vector X. In dit licht bezien betekent de eis dat i symmetrisch en positief-

definiet is (zie §2.6) slechts uitsluiting van het geval waarin een lineaire

combinatie van de componenten van X een gedegenereerde verdeling bezit.

Tenslotte werd in §2.6 aangetoond dat X1,X Xk dan en slechts dan

Do
0.0. zijn indien i een diagonaal-matrix is. Voor stochastische grootheden
die een simultane normale verdeling bezitten zijn de begrippen "(paars-

gewijs) ongecorreleerd" een "onderling onafhankelijk" dus equivalent.

Opgaven
1. Bewijs: Als F de verdelingsfunctie is van een niet-negatieve stochastische

grootheid X, dan geldt

EX = f (1-F(x)) ax.
0
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7ij X een stochastische grootheid, EX = u en EX2 < o,

Laat zien dat o-(X) ;=E(X—a)2 voor alle & ¢ R'.

Bewijs dat E(X—1) ;(EX)_1 voor iedere stochastische grootheid X,
waarvoor P(X>0) = 1.

De stochastische grootheden X en Y bezitten de volgende simultane verde-

ling
1
P(X=0,Y=1) = P(X=0,Y=-1) = P(X=1,Y=0) = P(X=-1,Y=0) = .

Toon aan dat X en Y ongecorreleerd doch niet o.o. zijn.

, Indien X,,X.,...,X eindige varianties bezitten dan geldt voor reéle
1272 >“n

a1,...,an, b1”"’bn

n n
b.X.) = a.b. cov(X. ,X.).
101 ¢ 121 321 19 . J)

Indien de stochastische grootheden X en Y dezelfde eindige variantie
bezitten, dan zijn de stochastische grootheden X + Y en X - Y ongecor-
releerd. Toon dit aan. (Zie ook 2.6. opgave 17.).

Bepaal verwachting en variantie van de binomiale en van de hypergeome-
trische verdeling rechtstreeks uit de betreffende kansverdelingen zonder
gebruik te maken van splitsing in alternatief verdeelde stochastische
grootheden.

Een secretaresse moet N brieven naar N verschillende adressen versturen.
Voor iedere brief neemt ze aselect &én van de reeds geadresseerde enve-
loppen. Bereken het verwachte aantal brieven dat in de juiste enveloppen
wordt verstuurd zonder de verdeling van dit aantal te bepalen.

Men wenst bloedmonsters, afkomstig van een groot aantal personen, te on-
derzoeken op de aanwezigheid van een bepaalde stof. Ter besparing van
kosten gaat men hierbij als volgt te werk. Men verdeelt de te onderzoe-
ken personen in groepen van k. Voor iedere groep worden de bloedmonsters
bijeengevoegd, waarna het aldus verkregen mengsel wordt onderzocht.

Valt de analyse negatief uit, dan kan men hiermee volstaan. Is het re-

sultaat positief, dan wordt het bloed van de betreffende k personen als-
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nog afzonderlijk onderzocht, zodat men in dat geval in totaal k+1 ana-

lyses moet uitvoeren voor deze k personen. Verondersteld wordt, dat de

te onderzoeken personen o0.0. zijn en dat voor ieder van hen de kans,

dat zijn bloed de stof in kwestie niet bevat, gelijk is aan p.

a) Bereken de kans dat de analyse van de gemengde bloedmonsters van een
groep k personen positief uitvalt.

b) Zij S het totale aantal uit te voeren analyses als men n = mk perso-
nen onderzoekt. Bereken ES en 02(8).

c) Voor welke waarden véﬁ_p geeft de boven beschreven methode bij geschikt
gekozen k inderdaad een besparing vergeleken met het apart analyseren
van alle monsters? Geef een benadering voor de optimale waarde van k,

afhankelijk van p.
Zij M het hoogste getrokken lotnummer in 2.1, opgave 3.

Laat zien dat voor vast gekozen n

2
1lim %% = H%T en 1lim Z éM) = g .
Nooo Now N (n+1)° (n+2)

In een flatgebouw met (k+1) woonlagen, van beneden af genummerd
0,1,...,k, vertrekt een 1ift met n personen van woonlaag O naar boven.
Aangenomen wordt dat op de woonlagen 1,2,...,k geen personen wensen in
te stappen, zodat alleen wordt gestopt om de n personen te laten uit-
stappen. Voorts wordt verondersteld dat deze n personen het nummer van
de woonlaag waar zij uitstappen aselect en onafhankelijk van elkaar uit
de getallen 1,2,...,k kiezen. Bereken verwachting en variantie van het
aantal malen dat de 1lift stopt zonder de kansverdeling van dit aantal
malen te bepalen.

X bezit een standaard normale verdeling. Bewijs dat voor positieve
gehele k geldt

0 als k oneven is,

X" =

]
k—/2}-—'—— als k even is.
2777 (

k/2)!

Leid hieruit een uitdrukking voor E(Y—u)k af, wanneer Y een N(u,c2)—

verdeling bezit.
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2.8. DE ZWAKKE WET VAN DE GROTE AANTALLEN

Stelling 2.8.1.
Zij Y een stochastische grootheid waarvoor P(Y>0) = 1 en zij ¢ een niet-
negatieve en niet-dalende functie gedefinieerd op [0,»). Dan geldt voor

iedere ¢ > 0 waarvoor ¢(c) > 0,

(2.8.1)  P(1ze) < 2(¥)

Bewigjs:

seen) = [aw ar = [ am ey [ e a2

[0,c) [e,»)

v

oe) | apy = ale) plxze),
[c,)
waaruit de stelling volgt daar ¢(c) > 0.

Ongelijkheden van het type (2.8.1) worden ongelijkheden van Chebyshev
genoemd. Zij zijn alleen dan niet triviaal indien E¢(Y) < ¢(c); zeker dient
dus E¢(Y) eindig te worden verondersteld. Meestal hanteert men hierbij
functies ¢ Waarvoo? %ig ¢(y) = . Men gebruikt dan de ongelijkheid om te
concluderen dat voor alle niet-negatieve stochastische grootheden Y waar-
voor E¢(Y) een gegeven eindige waarde bezit, de kans P(Y2c) uniform naar
boven begrensd is door een functie van c die naar O nadert voor c = =,

Voor praktische toepassing zijn ongelijkheden van Chebyshev in het algemeen
niet voldoende scherp; als bewijstechniek zijn ziJj echter van grote waarde.
De volgende speciale gevallen zijn hierbij van bijzonder belang.

Door voor een willekeurige stochastische grootheid X, Y = |X| en
#(y) =y", r > 0, te kiezen ontstaat de zogenaamde ongelijkheid van Markov:
Voor iedere stochastische grootheid X waarvan het absolute moment van de
orde r (> 0) eindig is, geldt voor iedere c > O
(2.8.2)  B(Ix| » o) < EXIT,

r
c
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Dit resultaat wordt vooral voor r = 1 en r = 2 veel gebruikt.

Door voor een stochastische grootheid X met eindige verwachting p en
variantie 02, Y= |X -yl en ¢(y) = y2 te kiezen ontstaat de ongelijkheid
van Bienaymé — Chebyshev:

Voor iedere stochastische grootheid X waarvoor pu = EX en 02 = 02(X) eindig

zijn, geldt voor iedere c > 0

n

(2.8.3)  P(Ix-ul 2¢) <%
[¢]

2 ce s ..
als ¢~ > O kunnen wij hiervoor ook schrijven

(2.8.1) p(ﬂ‘gﬂ;c) <

1
= 2 *
c

de kans dat de gestandaardiseerde van een stochastische grootheid in abso-

lute waarde > c is, is nooit groter dan 72,
Definitie 2.8.1.
Een rij stochastische grootheden X1,X2,... convergeert in waarschignlijkheid

naar een redel getal a (notatie: an a voor n+w) indien voor iedere € > 0O

1lim P(|X -al > €) = 0.
n-o n

Een rij stochastische grootheden X1,X convergeert in waarschijnlijk-

SRR
heid naar een stochastische grootheid X (notatie: XDRX voor n>e) indien

P o as .
Xn - X3 0 voor n +»», d.w.2z. indien voor iedere € > 0O

lim P(IXn-X! > ¢e) = 0.

n->oo

Merk op dat in het laatste geval de stochastische grootheden X,X1,X2,...

op dezelfde kansruimte gedefinieerd dienen te zijn; voor convergentie in

waarschijnlijkheid naar een reéel getal behoeft de rij X1,X ,... niet op

2
dezelfde kansruimte gedefinieerd te zijn: het betreft in dit geval een ei-
genschap van de rij kansverdelingen PX P .

s seee
1 X2
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Stelling 2.8.2.

Indien X1,X2,... o0.0. stochastische grootheden zijn die alle dezelfde ver-
wachting u en dezelfde eindige variantie 02 bezitten, dan convergeert de
rij der gemiddelden

_ n
X, = z X. n=1,2,...,

voor n -+ « in waarschijnlijkheid naar u.

Bewijs:
2 .. . . . s .
Daar ¢° gedefinieerd is, is p eindig en volgens stelling 2.7.T geldt
2
Y = 27y = 9_
EX =wu, 0 (xn) =

Toepassing van de ongelijkheid van Bienaymé-Chebyshev op i; levert voor

iedere € > 0

2
o]

2 k]
€n

POIX -ul >
(X -ul > €) <
zodat voor iedere € > 0O

1lim P(liﬁ-ul > g) = 0.

n-—row
Deze stelling staat bekend als de zwakke wet van de grote aantallen.
De stelling is overigens een zwakke versie van deze zwakke wet aangezien
de eis van gelijke eindige varianties onnodig restrictief is (zie opgave 1).
Indien men veronderstelt dat X1,X2,... 0.0. en identiek verdeeld zijn met
eindige verwachting u = EXi, behoeft zelfs geen enkele andere voorwaarde te
worden opgelegd om de zwakke wet te bewijzen. Een interessant speciaal ge-

val van stelling 2.8.2 is het volgende.

Stelling 2.8.3.(Bernoulli)
Beschouw een oneindige rij van o.o. uitvoeringen van een experiment waarbij

bij ieder (deel) experiment de kans op het optreden van een eventualiteit S
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gelijk is aan p. Zij X(n) het aantal malen dat S optreedt bij de eerste n

experimenten. Dan convergeert de rij der frequentie-quotiénten van S,

x(n), D= 1,200,

n

voor n - « in waarschijnlijkheid naar p.
Bewigjs:
Zij
1 als S bij het i€ experiment optreedt
0 anders,
dan zijn X1,X2,... 0.0. en identiek verdeeld met EX; =pen 02(Xi) =

p(1-p) < », Daar

X(n)
n

Xi’

e~

i=1

5o

volgt de stelling rechtsreeks uit stelling 2.8.2.

Stelling 2.8.3. vertoont een duidelijke analogie met de empirische wet
van de grote aantallen die het intuftieve uitgangspunt bij de opbouw van
het kansbegrip vormt. De empirische wet houdt in dat in lange reeksen her-
halingen van een experiment - steeds zorgvuldig onder dezelfde omstandig-
heden uitgevoerd - het frequentie-quoti&nt van een gebeurtenis S zich vaak
stabiliseert in de nabijheid van een getal p dat wij intuitief als de kans
op de gebeurtenis S opvatten. Daar een op deze intuitie gebaseerde definitie
van het begrip kans als limiet van het frequentie-quoti&nt op ernstige
moeilijkheden betreffende het bestaan van deze limiet stuit, hebben wij
gekozen voor een axiomatische opbouw van het kansbegrip waarbij de empi-
rische wet slechts als intuitieve motivering van de keuze der axioma's een
rol speelt. Nu blijkt dat uit de ogenschijnlijk zwakke axioma's (kxans is
een genormeerde maat) een stelling volgt die redelijk goed overeenkomt met
de empirische wet, mag men hopen dat het door de axioma's gedefinieerde

wiskundige model van het kansbegrip tot praktisch bruikbare resultaten zal
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leiden. Men hoede zich echter voor de vergissing te menen dat de zwakke wet

een bewijs van de empirische wet is. Empirisch gevonden resultaten zijn

langs wiskundige weg niet te bewijzen.

Opgave
1. Laten X1.X2,... o.0. stochastische grootheden met eindige varianties

voorstellen die alle dezelfde verwachting u bezitten. Indien
nso n- i

dan convergeert de rij der gemiddelden
X =1
n

in waarschijnlijkheid naar yu.

2.9. ZWAKKE CONVERGENTIE VAN KANSVERDELINGEN

Wij beschouwen in deze paragraaf kansverdelingen op (Rk,Bk) met 1 <k < =,
Wij gebruiken daarbij de volgende notatie:

Voor willekeurige x, ¥ € Rk en A © Rk is
k 1
2
4 (x,y) = {.Z (x;-y;)7}
i=1
de afstand van x tot y, is
dk(x,A) = inf dk(x,y)
yeA

de afstand van x tot A, en stelt
o = {x: q(x,4) = dk(x,Ac) = 0}

de rand van A voor. Merk op dat 9A gesloten is, zodat 9A € Bk voor alle

Ac Rk. Verder schrijven wi] C(Rk) voor de verzameling van alle reéle

functies op Rk, die begrensd en continu zijn.



Definitie 2.9.1
Als P een kansverdeling op (Rk,Bk) is en A € BX de eigenschap heeft dat

P(5A) = 0, dan noemen wij A een P-continufteitsverzameling.

Definitie 2.9.2
Een rij kansverdelingen P1,P2,... op (Rk,Bk) convergeert zwak naar een
kansverdeling P op (Rk,Bk) (notatie: Pn_z_w) P voor n » «) als

lim[ f(x) d.Pn(x) = J f(x) aP(x)
n>® Rk Rk

voor iedere functie f € C(Rk). Een rij verdelingsfuncties F1,F2,--- op
Rk convergeert zwak naar een verdelingsfunctie F op Rk (notatie: FnﬂF
voor n » =) als de met de Fn corresponderende rij kansverdelingen zwak con-

vergeert naar de kansverdeling, die bij F behoort.

Stelling 2.9.1
De volgende vijf beweringen betreffende kansverdelingen P, ’P2’ R

op (Rk,Bk) met verdelingsfunties F1 OF .,F zijn equivalent

oo
(i) PnﬂP voor n > ®;
(ii) 1lim sup Pn(A) < P(A) voor iedere gesloten verzameling A < Rk;
ad
(iii) lilI‘Ill inf Pn(A) > P(A) voor iedere open verzameling A < Rk;
—>00
(iv) l_i;:ll: Pn(A) = P(A) voor iedere P-continuiteitsverzameling A © Rk;
(v) 2_1)2 Fn(x) = F(x) voor ieder punt x € RE waar de functie F continu is.
o)
Bewtgjs:
Indien wij bij een gesloten verzameling A < Rk functies f1,f2,. .. € C(Rk)

definiéren door

1 - mdk(x,A) als dk(x,A)

A

£ (x) =
0 als d.k(x,A)

v



dan geldt

(@]
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Hieruit volgt

Pn(A) ;J fm(x) dPn(x), m,n = 1,2,...,
RE

en dus impliceert (i) op grond van de definitie van zwakke convergentie

lim sup P (A) ij £ (x) aP(x), m= 1,2,...
n = m
n--o Rk

Laten wij nu m > ©, dan gaat het rechter 1id van deze ongelijkheid wegens
de gedomineerde convergentie van f naar I, over in P(A). Daar wij voor A
iedere gesloten deelverzameling van Rk kunnen nemen, is hiermee aangetoond
dat (ii) uit (i) volgt. De equivalentievan (ii) en (iii) is gemakkelijk te
bewijzen door over te gaan op complementen. Schrijven wij A° voor het in-
wendige, en A voor de afsluiting vaen een verzameling A e Bk, dan volgt uit

(ii) en (iii)

P(A") < 1lim inf P _(A") < lim inf P (A) <

in

lim sup P (A) < lim sup Pn(l\:) < P(n).

Daar voor iedere P-continuiteitsverzameling A per definitie P(Ao) = p(a)
volgt (iv) dus uit (ii) en (iii). Verder volgt (v) uit (iv), omdat conti-
nuiteit van de verdelingsfunctie F in een punt x betekent, dat de cel
(-=,x] een P-continuiteitsverzameling is (ga dit na!). Tenslotte moeten
wij nog bewijzen dat (i) uit (v) volgt. Gemakshalve geven wij het bewijs
alleen voor het ééndimensionale geval (k=1). Laat f ¢ C(R1), zodat
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M = sup |£(x)| < =, en zij e > 0. Wij kiezen dan een interval (a,b] zo
groot dat P((a,b]) > 1 - ¢ en bovendien zo, dat de verdelingsfunctie F
continu is in ieder van de punten a en b. Dit laatste is mogelijk omdat
een verdelingsfunctie op R1 hoogstens aftelbaar veel discontinulteiten

heeft (zie 2.4, opgave 1). Nu geldt

(2.9.1) | J £(x) aP(x)| < M.P((a,b]®) < M.e,
(a,b1¢

en

(2.9.2) | [ £(x) dPn(x)l f__M.Pn((a,b]c), n=1,2,.

\ (a,b1€

Verder volgt uit de continuiteit van f, dat f uniform continu is op het
gesloten interval [a,b]. Er is dus een getal § > 0 met de eigenschap,
|£(x) - £(y)| < ¢ voor alle x, y € [a,b]l met |x - y| < §. We splitsen
het interval (a,b] nu in een aantal deelintervallen Ij = (xj_1,xj-],

J=12,...,mmet a = Xy <Xy <. <x 0= b, waarbij we er voor

zorgen dat x5 = X < 6 voor alle j en dat F continu is in ieder van de

J=1
punten xj. Nu volgt

™

m
(2.9.3) | f £(x) aP(x) - )

£(x;) P(Ij)l <
(a,nl J

1

en evenzo,

m
(2.9.4) ! J £(x) @ (x) - .21 f(xj) Pn(Ij)| <e, n=1,2,
(a,b] J=
daar
|f(x)—f(xj)};€,ixelj, j=1,2,...,m.

Uit (2.9.1), (2.9.2), (2.9.3) en (2.9.4) concluderen wij
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o

(2.9.5) |f £(x) ap (x) - f £(x) aP(x)| <
1 1
R

m
<2 +M ) |Pn(Ij) - P(Ij)l + MPn((a,b]c) + Me,
§=1

n=1,2,..

Daar F continu is in de punten X35 volgt uit (v)

1lim P_(I.) = 1lim (F _(x.)-F _(x. ,)) = P(I.) J = 1,2,...,m
e BT e T g v
en ook

lim P, ((a,b1%) = P((2,01°) < .

n->«

Derhalve impliceert (2.9.5)

£(x) apn(x)-j £(x) a(x)| < 2(w1) e,

lim sup |J
1

n->e R1 R
en dus volgt (i) daar € > 0 willekeurig klein gekozen kan worden. Het
bewijs voor het meerdimensionale geval (k>1) verloopt in principe net
zo. Men kiest eerst een cel (a,b] die zo groot is, dat P((a,bl) 2 1 - €,
en vervolgens splitst men deze cel met behulp van hypervlakken evenwijdig
aan de zijvlakken van (a,b] in een aantal deelcellen, die zo klein zijn,
dat f op iedere deelcel minder dan € varidert. Men dient echter (a,b] en
de splitsing daarvan in deelcellen zo te kiezen, dat F continu is in alle
2k hoekpunten van (a,b] en in alle 2k hoekpunten van iedere deelcel.
Alleen dan kan men immers uit (v) concluderen dat Pn((a,b]) > P((a,b]l)
voor n > ® en evenzo voor de deelcellen. Men kan aan deze eis voldoen
door bij de constructie uitsluitend hypervlakken te gebruiken die P-nul-

verzamelingen zijn (zie opgave 1).

Uit stelling 2.9.1 kunnen wij concluderen dat de limiet van een zwak
convergente rij kansverdelingen uniek is, daar volgens (v) zijn verdelings-

functie vast ligt (zie opgave 1). Hieruit volgt de volgende stelling.
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Stelling 2.9.2
Twee kansverdelingen P en Q op (Rk,Bk) met de eigenschap dat

[ 20 @t = [ £ a0, £ e o),
R* i

zijn identiek.

Bewtijs:

ZW

Stellen wij Pn =P, n=1,2,..., dan volgt Pn-—+ P en Pn-EX Q voor

n > o, en dus P = Q.

6p grond van stelling 2.9.1 beschikken wij nu over vijf karakteriseringen
van het begrip zwakke convergentie. De karakterisering waarop wij onze
definitie gebaseerd hebben is uit theoretisch oogpunt wellicht de belang-
rijkste. Voor de practijk zijn (iv) en (v) echter van groot belang, daar
z1j betekenen dat men bij zwakke convergentie van Pn naar P, voor grote
waarden van n en een ruime klasse verzamelingen, P(A) als benadering voor
Pn(A) kan beschouwen. Vooral in de statistiek maakt men hier vaak gebruik
van. Men moet echter wel bedenken dat zwakke convergentie van Pn naar P
niet noodzakelijk voor alle A € BX impliceert dat Pn(A) > P(A) als n > .
Als bijv. Pn voor n = 1,2,... de discrete homogene verdeling op de ver-

. i . . . .
zameling {; :1i=0,1,2,...,n} is, zodat de verdelingsfunctie van Pn gege-
ven wordt door

‘0 als x < 0,
_ i i-1 i .
Fn(X)— Py alg 'n—;x<-£, 1= 1,2,...,0,
1. als 1 < x,

dan convergeert Pn voor n > ® zwak naar de homogene verdeling op [0D,1].
Voor de verzameling A van alle irrationale getallen geldt echter Pn(A) =0,
n=1,2, ..., terwijl de limietverdeling aan deze verzameling de maat 1
toekent. Verder mag men niet uit het oog verliezen dat in stelling 2.9.1
verondersteld wordt dat F een verdelingsfunctie is. Zonder deze veronder-
stelling mag men uit (v) niet concluderen dat de bij de Fn behorende rij

kansverdelingen zwak convergent is. Zo geldt (v) bijvoorbeeld voor iedere
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rij functies F1,F2,... en iedere functie F die nergens continu is. Een
minder triviaal voorbeeld van een situatie, waarin (v) geldt zonder dat

er sprake is van zwekke convergentie, wordt gegeven door

1
3

1

3 o(xtn), x € R1, n=1,2,0..,

Fn(x) = = ¢(x-n) + 3 o(x) +

W=

waarin ¢ de verdelingsfunctie van de N(0,1)-verdeling is. Hier convergeert
Fn(x) voor n > « naar

1

(2.9.6) F(x) = = + %-@(x), xeR.

wl—=

Deze functie F is geen verdelingsfunctie, hoewel hij wel een Lebesgue-

1 bepaalt. Deze maat kent aan de hele ruimte R1 slechts

Stieltjes maat op R
1 . . . .
de maat 3 toe. Men zegt in dergelijke situaties wel dat er voor n »> «

massa naar het oneindige verdwijnt.

Definitie 2.9.3
Wij noemen een collectie kansverdelingen II op (Rk,Bk) relatief compact
als iedere oneindige rij kansverdelingen Pn ey, n=1,2,... een zwak

convergente deelrij bevat.

Stelling 2.9.3

Een rij kansverdelingen P1,P .. Op (Rk,Bk) is dan en slechts dan

22"
zwak convergent als de collectie II = {Pn :n=1,2,...} relatief compact
is en alle zwak convergente deelrijen van de rij P1,P2,... dezelfde

limiet hebben.

Bewijs:

Zij T relatief compact, zodat de rij P1,P2,.. tenminste één zwak conver-
gente deelrij heeft, en stel dat alle zwak convergente deelrijen van de

rij P1,P2,... een gemeenschappelijke limiet P hebben. Voor een willekeurige
functie f € C(Rk) vormen de getallen

an=J f(x) dPn(x)’ n=1,2,...,
Rk
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een begrensde getallenrij. Zij a »8 ... een willekeurige deelrij van
1 72

deze getallenrij. Uit de relatieve compactheid van I volgt, dat de rij

P ,P ,... een zwak convergente deelrij P P ,... bevat.

n,’n, m,, m,

Daar deze deelrij tevens een deelrij van de rij P1,P2,... is, is zijn
limiet volgens onze veronderstelling P. Op grond van de definitie van

zwakke convergentie geldt dus

lim a =a= J £(x) dar(x).
> BE

Hiermee is aangetoond, dat de getallenri] 8 08550 de eigenschap

heeft, dat iedere deelrij eenverdere deelrij bevat, die naar a convergeert.

Maar dit betekent dat a > avoorn > ®en dus volgt dat Pn—Eg»P voor

n > o,

Als omgekeerd gegeven is dat de rij P1,P2,... zwak convergeert naar een

limiet P, dan zijn uiteraard alle deelrijen van deze rij zwak convergent

met dezelfde limiet P. Als verder Pn ,Pn 5++. €en oneindige rij in I is,

dan zijn er twee mogelijkheden: of e} is“een kansverdeling Pn die oneindig

vaak voorkomt in de rij Pn ,Pn 5..., zodat deze rij de zwak convergente

1 2
deelrij Pn’Pn"" bevat, 6f iedere Pn komt slechts eindig vaak voor in de
rij P ,P_ ,.... In het laatste geval bevat de rij P_ ,P_ ,... echter een
n,’ n, n, > n,
deelrij die tevens een deelrij is van de rij P1,P2,... en als zodanig

zwak convergeert. Iedere oneindige rij in II bevat dus een zwak convergente

deelrij, m.a.w. I is relatief compact.

Definitie 2.9.4

Een reé€le functie F op Rk, die niet een verdelingsfunctie is, heet een
defectieve verdelingsfunctie als F(x) een niet-dalende rechtscontinue
functie van ieder van de codrdinaten X i=1,2,...,k van x € Rk is met
0 < F(x) < 1 voor alle x € Rk, terwijl bovendien m(x,x+h] > O voor iedere

cel (x,x+h] (zie voorbeeld 1.5.4 voor de notatie).

Een defectieve verdelingsfunctie op Rk bepaalt een Lebesgue-Stieltjes maat
k .

P op (R ,Bk) met P(Rk) < 1. Men noemt een maat met deze eigenschap wel

een defectieve kansverdeling. De in (2.9.6) gegeven functie F is een voor-

beeld van een defectieve verdelingsfunctie op R1.
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Stelling 2.9.4 (Selectiestelling van Helly)
_k . e
Bij iedere rij verdelingsfuncties r1,b2,... op R 1s er een aeelrlg
Fn ’Fn s+.. €n een, eventueel defectieve, verdelingsfunctie F op R s 20—
1 2
danig dat Fn (x) > F(x) voor j » « en alle x € Rk waar F continu is.
T
Bewijs:
Wij geven het bewijs hier alleen voor het &&ndimensionale geval (k=1).
Het bewijs voor het meerdimensionale geval (k>1) is analoog, zij het iets

ingewikkelder. Zij R = {r ;---} een aftelbare overal dicht liggende
1 . .
verzameling in R We bewijzen nu eerst, dat er voor iedere i = 1,2,...

een stijgende rij natuurlijke getallen nij’ Jj=1,2,..., is, zodanig
dat Fn (ri) voor j -+ « convergeert, terwijl bovendien voor iedere
ij

i=1,2,... de rij n, s J = 1,2,..., een deelrij van de rij

+1 J
nij’ J = 12,004, is. We bewijzen dit door inductie naar i. De existentie

van een stijgende rij natuurlijke getallen n1j, J = 1,2,..., zodanig dat

F (r1) voor j + « convergeert, is duidelijk, daar O ;an(r1) < 1 voor
13
alle n. Evenzo kunnen wij bij een gegeven stijgende rij natuurlijke getal-

len nij’ J = 1,2,..., een deelrij n. i+1,5° Jj =1,2,..., vinden met de

eigenschap dat F (r. +1) voor j - « convergeert. Nu wij ons overtuigd
i+1,]

hebben van de existentie van getallen nij’ i, j = 1,2,..., met de boven

opgesomde eigenschappen, beschouwen wij de diagonaalrij n. = njj’

J = 1,2,.... Deze rij is voor iedere i = 1,2,..., afgezien van zijn

eerste (i-1) elementen, een deelrij van de rij nij’ j=1,2,..., en dus

convergeert Fn (ri) voor j - « en iedere i = 1,2,... naar een limiet, die

wij L(ri) noemen. Laat nu

F(x) = inf L(r), x e R.
r>x1
reRO
Men gaat gemakkelijk na dat de zo gedefinieerde functie F op R1 niet-
dalend en rechtscontinu is met 0 < F(x) £ 1 voor alle x € R1, zodat F
een, eventueel defectieve, verdelingsfunctie is. Als F continu is in een

punt x en € > O, dan zijn er getallen r, s € Ré, zodanig dat r < x < s en
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F(x) - € < L(r) < L(s) < F(x) + €.

Daar verder de beide uiterste leden van de ongelijkheid

Fo(r) 2F (x) 2 F (s)
d dJ Jd
voor j * « naar L(r) resp. L(s) convergeren, volgt hieruit, dat F (x)
J
voor alle voldoend grote j minder dan € van F(x) afwijkt, zodat
F, (x) > P(x) voor j ~ =.
‘ J
Definitie 2.9.5
Een collectie kansverdelingen II op (Rk,Bk) heet uniform beperkt (Engels:
. . k .
tight) als er voor iedere € > O een compacte verzameling K ¢ R is met

de eigenschap dat P(K) > 1 - € voor alle P € I.

Stelling 2.9.5 (Prohorov)
Een collectie kansverdelingen II op (Rk,Bk) is dan en slechts dan relatief

compact als hij uniform beperkt is.

Bewijs:
Zij T uniform beperkt en zij P1,P2,... een rij kansverdelingen in Il met
verdelingsfuncties F1,F 5--.. Te bewijzen is nu dat deze rij een zwak

convergente deelrij bevat. Toepassing van stelling 2.9.4 geeft ons een

deelrij Pn s J = 1,2,..., en een eventueel defectieve verdelingsfunctie
F op Rk, zodanig dat Fn (x) > F(x) voor j + = in alle continuiteitspun-

ten van F. Zij P de bij F behorende, eventueel defectieve kansverdeling op
(Rk,Bk). Neem € > O en een compacte verzameling K c R zo, dat Q(K) > 1 - ¢

voor alle Q € II. Kies a,b € Rk zo, dat K < (a,b] en zo, dat F continu is

in alle hoekpunten van (a,b]. Dan geldt

P(a,b] = lim P (a,b] 2 1 - €.
Jre 7
Daar € > 0 willekeurig klein gekozen kan worden, volgt hieruit dat P niet

defectief is, zodat PI-1 Z¥ P voor Jj = «. Het omgekeerde bewijzen
J
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wij uit het ongerijmde. Stel dat II relatief compact maar niet uniform be-
perkt is. Er is dan een € > 0 zo, dat er bij iedere compacte K < Rk een

P eIl is met P(K) < 1 - €. Geven wij voor r > 0 de k-dimensionale gesloten
bol om de ocorsprong met straal r aan met Sr’ dan is er dus een rij
P1,P2,... in I met Pn(Sn) < 1-¢voorn=1,2,.... Wegens de re%atleve
compactheid van I bevat deze rij een deelri] Pn', J=12,..., die zwak

convergeert naar een limiet P. Kies nu r > 0 zo, dat Sr een P-continul-

teitsverzameling is. Dan geldt

P(s,) = lim Pn.(Sr) < lim sup Pn(Sn) 1 -g,
Joe e
daar Sr c Sn voor alle n > r. Maar ook kunnen wij r zo groot kiezen, dat

P(Sr) > 1 - ¢, waarmee wij een tegenspraak gekregen hebben.

In de waarschijnlijkheidsrekening en de mathematische statistiek past men
de theorie over zwakke convergentie van verdelingen vaak toe op verdelingen
van stochastische vectoren, waarbij het deze stochastische vectoren zijn,
waarin men primair geinteresseerd is. Men heeft daarom de volgende termino-

logie ingevoerd.

Definitie 2.9.6
Een rij k-dimensionale stochastische vectoren X1,X2,... convergeert in
verdeling naar een k-dimensionale stochastische vector X (notatie:

Xh 2 X voor n > ») als de bijbehorende verdelingen PX voor n > « zwak con-
n
vergeren naar de verdeling PX van X. Als daarbij de limietverdeling PX ge-

degenereerd is in een punt a € Rk, d.w.z. als P(X=a) = 1 voor een zekere

a € Rk, dan zeggen wij ook wel dat de rij X1,X in verdeling naar a

e
convergeert (notatie: Xn Q a voor n > «),

Uit de definities 2.9.2 en 2.9.6 volgt, dat convergentie in verdeling van
X near X equivalent is met convergentie van de verwachtingen Ef(Xn) naar
Ef(X) voor allef ¢ C(R¥). Ook de andere, in stelling 2.9.1 opgesomde karak-
teriseringen van zwakke convergentie van verdelingen kan men met behulp van
definitie 2.9.6 formuleren in termen van convergentie in verdeling van sto-
chastische vectoren.
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Naast convergentie in verdeling kennen wij ook convergentie in waarschijn-
lijkheid. Dit begrip hebben wij weliswaar in 2.8 alleen voor het &éndimen-
sionale geval gedefinieerd, maar de definitie laat zich gemakkelijk genera-

liseren.

Definitie 2.9.7
Een rij k-dimensionale stochastische vectoren XisXy5eee convergeert in

k

waarschijnlijkheid naar een punt a € R (notatie: Xn 1Y a voor n ~ =) als

voor iedere € > 0

1lim P(dk(Xn,a) > g) = 0.
nro

De rij X1,X ,... convergeert in waarschijnlijkheid naar een k-dimensionale .

stochastische vector X als dk(Xn,X) £ 0 voor n > o, d.w.z. als voor iedere

€ >0
lim P(dk(xn,x) > g) = 0.
nro
Merk op dat een rij stochastische vectoren X1,X2,--- slechts dan in waar-.

schijnlijkheid naar een stochastische vector X kan convergeren, als

X1,X ,.-.5 X alle op één kansruimte gedefinieerd zijn, terwijl dit laatste
niet nodig is voor convergentie in verdeling. Hieruit volgt al dat conver-
gentie in verdeling in het algemeen niet samen hoeft te gaan met convergentie
in waarschijnlijkheid. Zelfs als X1,X 5--+,X wel alle op één kansruimte

zijn gedefinieerd, dan nog impliceert convergentie in verdeling van Xn naar
X niet dat ook X ¥ X voor n + ®. Als bijvoorbeeld P(X=1) = P(X=-1) = 3 en
P(Xh=(—1)nX) = 1 voor n = 1,2,..., dan convergeert X voor n > « in ver-
deling naar X, maar P(an-X|>e) heeft geen limiet voor n > ® als 0 < € < 2,

zodat Xn niet in waarschijnlijkheid naar X convergeert.

Stelling 2.9.6

Uit convergentie in waarschijnlijkheid van een rij stochastische vectoren
volgt convergentie in verdeling naar dezelfde limiet. Omgekeerd impliceert
convergentie in verdeling naar een constante vector a, dat de rij ook in

waarschijnlijkheid naar a convergeert.
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Bewijs:

- P .
Als Xn+Xvoorn->wenAe Bk, dan geldt voor iedere € > O en n = 1,2,.

P(X eA) = P(X €A, 4 (X ,X)>e) + P(X <A, 4, (X ,X)ze) <

I

P(q, (X ,X)>e) + P(4,(X,A)ze),
zodat

1im sup P(X_eA) < P(d (X,A)ze).
o n k
Daar deze ongelijkheid voor iedere e > 0 geldt, volgt voor elke gesloten

verzameling A c Rk,

lim sup P(XneA) < P(Xeh),
N0
en dus (stelling 2.9.1) geldt X, 2 ¥ voor n » .
Het voorgaande geldt in het bijzonder als de verdeling van X de in een punt
a € Rk gedegenereerde verdeling Pa. is, d.w.z. als gegeven is dat Xn e a
voor n > =, De conclusie is dan dat Xn 3 a voor n > «. Als omgekeerd dit

laatste gegeven is, dan volgt voor iedere € > 0,

lim sup P(dk(Xn,a)>t-:) < lim sup P(dk(Xn,a);e) =

n>w© n>r«<

= lim sup Py ({x: d.k(x,a)?__s}) ;Pa({x: dk(x,a);e}) =0,
e n

daar de verzamelingen {x: (x,a) > €} gesloten zijn. Dus geldt X B a
n

voor n > «,

Stelling 2.9.7
Als twee rijen k-dimensionale stochastische vectoren X1 35X 5.0 €N
Y1 ,Y2,.

.. de eigenschap hebben dat Xn 2 X voor n + <, terwijl
(x ,Y)£0voorn->°°, dan geldt ook Y 2Xvoorn—>°°.
n’"n n
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Merk op, dat het gegeven impliceert dat voor iedere n = 1,2,... de twee
stochastische vectoren Xn en Yn op dezelfde kansruimte gedefinieerd zijn.
Bewijs:

Voor iedere A € Bk, € >0, n=1,2,..., geldt

P(YneA) P(YneA, dk(Xn,Yn)>e) + P(Y €A, dk(xn,Yn);;) <

I

P(dk(Xn,Yn)>e) + P(dk(xn,A);;),
zodat

1lim sup P(YneA) < lim sup P(dk(Xn,A);g) < P(dk(X,A);F),

n->oo nrow

daar de verzameling {x: dk(x,A) < €} gesloten is. Omdat dit voor iedere

€ > 0 geldt, volgt hieruit voor alle gesloten verzamelingen A c Rk,

lim sup P(YneA) < P(XeA),

n>oo

D
en dus Yn > X voor n > «,

Uit de definities valt gemakkelijk af te leiden, dat convergentie in ver-

deling van een rij k-dimensionale stochastische vectoren X1,X . naar

een stochastische vector X impliceert, dat voor iedere continie functie g
op R® met waarden in R", de rij g(X1), g(Xz),... in verdeling convergeert
naar g(X). De volgende stelling zegt dat dit ook nog waar is voor Borel
functies g op RX met waarden in R* die niet overal continu zijn, mits de

verzameling Dg van alle punten x € Rk, waar g niet continu is, een PX-nul-
verzameling is. Wil deze voorwaarde zinvol zijn, dan moet uiteraard Dg € Bk.
Dit is echter altijd het geval, zelfs als de functie g geen Borel functie
is. Dit is als volgt in te zien. Zij Ae,é voor een gegeven functie g en
voor € > 0, § > 0 de verzameling van alle punten x € Rk met de eigenschap
dat er punten y, z € rE zijn waarvoor dk(x,y) <8, dk(x,z) < § en
dm(g(y),g(z)) 2 €. Deze verzameling A_ ; is dan open, zodat A€’6 € Bk, en

b

tevens geldt
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o

il
<
)
=

waar de vereniging resp. doorsnede genomen wordt over alle rationale € > O

resp. 6§ > 0. Derhalve is Dg een Borel verzameling in Rk.

Stelling 2.9.8

Als een rij k-dimensionale stochastische vectoren X1,X in verdeling

R

. . k
convergeert naar een stochastische vector X en g een Borel functie op R
is met waarden in Rm, Waarvoor P(XeDg) = 0, dan convergeert de rij -

g(X1), g(Xz),... in verdeling naar g(X).

Bewijs:

Als A een gesloten verzameling in R is, dan geldt voor de afsluiting van
-1

g (4),

g (a) c g7 (a) u D>

en dus

P(Xeg™ () = P(g(X)eA).
Derhalve volgt uit het gegeven

1im sup P(g(X )eA) = lim sup P(X eg-1(A)) <
n> n > 1

< lim sup P(ang-1(A)) < P(XEg-1(A)) = P(g(X)ea),

n>eo
D
en dus g(Xn) > g(X) voor n + =,

Stelling 2.9.9

Als een rij k-dimensionale stochastische vectoren X1,X2,... in verdeling
convergeert naar een stochastische vector X, en een rij m-dimensionale
stochastische vectoren Y1,Y2,... in waarschijnlijkheid naar een constante
a e R" convergeert, terwijl voor iedere n = 1,2,..., de twee stochastische

vectoren Xn en Yn op één kansruimte zijn gedefinieerd, dan convergeert de
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rij (k+m)-dimensionale stochastische vectoren (X1,Y1), (X2,Y2),... in ver-

deling naar (X,a).

Bewijs: ’
Uit het gegeven volgt met behulp van stelling 2.9.8 dat (Xn,a) 3 (X,a) voor

n > . Verder geldt

& ((X0T,)5 (X58)) = ay(¥ ,a) ¥ 0, n > =,

en dus volgt het gestelde uit stelling 2.9.7.

Opgaven

1.

Zij P een kansverdeling op (Rk,Bk) met verdelingsfunctie F. Bewijs:

a) Onder alle hypervlakken H in Rk, die loodrecht staan op een geve-
ven richting, zijn er hoogstens aftelbaar veel met P(H) > 0;

b) Als S c B® een collectie verzamelingen is met de eigenschap dat
9A n 3B = ¢ voor alle A, B € S met A # B, dan bevat S hoogstens
aftelbaar veel verzamelingen die niet P-continulteitsverzamelingen
zijn;

c¢) De verzameling van alle punten waar F continu is ligt overal dicht
in Rk;

d) Als F continu is in alle hoekpunten van een cel (a,b], dan is deze
cel een P-continuiteitsverzameling. Laat door middel van een tegen-
voorbeeld zien dat het omgekeerde niet algemeen geldt.

Bewijs stelling 2.9.2 rechtstreeks, zonder stelling 2.9.1 te gebruiken.

Bewijs dat zwakke convergentie van een rij k-dimensionale verdelings-

functies F1,Fé,... naar een continue verdelingsfunctie F impliceert

dat Fn(x) + F(x) voor n » = uniform in x.

Bewijs stelling 2.9.4 voor k > 1.

Zij P, voor x € Rk de gedegenereerde kansverdeling op (Rk,Bk) gegeven

door PX(A) = IA(x), A e B5. Bewijs dat PX<J§§P voor n >  dan en dan
n

.. . k -
alleen als de rij x1,x in R convergeert naar een limlet X en

oot
P = Px' Onderzoek de betekenis van relatieve compactheid en uniforme

beperktheid voor gedegenereerde verdelingen en formuleer de stellingen
2.9.3, 2.9.4% en 2.9.5 voor zulke verdelingen als stellingen over rijen

. . k
en verzamelingen in R .
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De Lévy afstand A(F,G) tussen twee verdelingsfuncties F en G op R
wordt gedefinieerd als het infimum van alle re€le h met de eigenschap
dat voor alle x € R1

F(x-h) - h < G(x) < F(x+h) + h.

Bewijs:

a) A(F,G) is op een factor ¥2 na de grootste afstand tussen de gra-
fieken van F en G, gemeten langs lijnen met richtingscoé&fficiént
-1; 7

b) X is een metriek;

c) De verzameling van alle verdelingsfuncties op R' met de metriek A
is een volledige metrische ruimte;

d) X(Fn,F) > 0 voor n > © dan en dan alleen als FniggF'voor n > o,

Als voor iedere n = 1,2,... twee 0.0. stochastische vectoren X£ en

Yn gegeven zijn, zodanig dat Xn *XenY = Y voor n > =, gan zijn er

twee 0.0. stochastische vectoren X' en Y' zo, dat (Xn,Yn) - (X',Y")

voor n > <, Bewijs dit.

Zij M het hoogste getrokken lotnummer in 2.1, opgave 3. Bewijs dat

M/N by vaste n voor N » « in verdeling convergeert naar een stochas—

tische grootheid X, en bewijs met behulp hiervan de bewering in 2.7,
opgave 10.

2.10 KARAKTERISTIEKE FUNCTIES

In het voorgaande (stelling 2.9.2) hebben wij gezien , dat men een kansver-

deling P op (Rk,Bk) geheel kan beschrijven door middel van de integralen

van alle begrensde, reéle, continue functies op Rk. In deze paragraaf zal

blijken dat P in feite al wordt vastgelegd door alle integralen van de vorm

k k
Jk cos(% tjxj) ap(x), ik sin(; tjxj) apr(x), Byaeeesty € R
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Ter vereenvoudiging van de notatie gebruiken wij complexe integralen, d.w.z.
integralen, waarbij de integrand een functie met complexe waarden is. Dit
gebruik is echter niet meer dan een afkorting: Als f = u + iv, waarin u en

v reéle meetbare functies zijn, dan schrijven wij
J fdpP = J udP + i J vdP.

Bovendien zullen wij voortdurend vectornotatie gebruiken. Daarbij beschouwen
wij elementen van Rk, en ook stochastische vectoren, als kolomvectoren. Wij

zullen in deze paragraaf derhalve integralen van de vorm
it'x x k
J e apr(x) = J cos() t.x.) aP(x) + i [ sin() t.x.) daP(x)
k k i 99 K i 9
R R
met t = (t1,...,t '€ Rk, of, in termen van een stochastische vector

X= (X13"':](1()':

)

k

it'x I
Ee = E cos(}) t.X.) + i E sin(] ¢.X.)
ARG £ 55

beschouwen.

Definitie 2.10.1
De karakteristieke functie van een kansverdeling P op (Rk,Bk) is een functie

¢ op Rk, gegeven door

o(t) = J "X 4p(x), + € RE.

Rk
De karakteristieke functie ¢X van een k-dimensionale stochastische vector

X is de karakteristieke functie van de verdeling P_ van X, zodat

X
[ T T4t
() = | it'x aP,(x) = et X ¢ ¢ R-.

Rk

Uit de definitie volgt onmiddellijk, dat iedere karakteristieke functie ¢

*x

op Rk continu is met
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0(0) =1,
lo()] <1, e RS,
#(-t) = 3(8), t € R~,

Als X = (X1,...,Xk)' een k-dimensionale stochastische vector is, a een
m-dimensionale vector is en B een (mxk)-matrix is, dan is a + BX een m-
dimensionale stochastische vector met karakteristieke functie

(t) = Eelt'a+1t'BX = elt'

(2.10.1) a 04(B't), t € R™.

9a+BX

Uit (2.10.1) met m = 1, a = 0 volgt in het bijzonder

1

(2.10.2) (u) = ¢X(tu), t e Rk, ueR.

¢t'X
De karakteristieke functie ¢X van de stochastische vector X bepaalt dus de
karakteristieke functie ¢, 1y Van iedere lineaire combinatie t'X van de
componenten van X, en omgekeerd wordt ¢X vastgelegd door de karakteristieke

k

functies ¢ van alle lineaire combinaties t'X, t € R .

t'X

Stelling 2.10.1
Als X = (X1""’Xk)' een k-dimensionale stochastische vector is met o.o.

componenten X1,...,Xk dan geldt

k

= = k,
(2.10.3) ¢X(t) = .f ¢X.(tj), t = (t1,...,tk)' € R
=1 73
k k 1
(2.10.k) ¢t,x(u) = 1 ¢X.(tju), t = (ty5eeesty ) € R, ueR;
j= J
en dus in het bijzonder
k 1
(2.10.5) ¢ (w) = T ¢ (u), ueR.
e =1 7
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Bewijs:
(2.10.3) volgt uit stelling 2.5.3 en stelling 2.7.3:
k. it.X, it.X. k

k
b0 (t) =E T e Jd=1 g 99=1 by (tj),
j=1 J=1 j=1 7

)' e R

t = (.05t € R°,

k
en de beide andere beweringen volgen hieruit door substitutie in (2.10.2).

Ter illustratie ven het voorgaande berekenen wij de karakteristieke func-
ties van een aantal normale verdelingen. Voor de karakteristieke functie ¢

van de N(0,1)-verdeling geldt per definitie

oo 2 o
1.2 -3t 1 Y-
o(t) = L_ J XX gy = & J o2 (x-it) ix, t ¢ R.
2r 2 ar

Nu kan men met behulp van contour integratie gemakkelijk inzien dat

o

Y- r-
Jez(x—lt)dx= Jeaxdx,teR1,

00 -00

en dus wordt de karakteristieke functie van de N(0,1)-verdeling gegeven

door

-12 1
(2.10.6) o(t) =e 2 ,t eR.
Als een stochastische grootheid X een standaard normale verdeling heeft,
dan heeft u + oX met u en o reéel een N(u,oz)-verdeling. Op grond van
(2.10.1) en (2.10.6) kunnen wij dus besluiten dat de karakteristieke functie

van de N(u,ce)—verdeling gegeven wordt door

o q2.2
(2.10.7) o(t) = PP 20t o o g1,

Als tenslotte een stochastische vector X = (X1,...,Xk)' een N(u,t)-verdeling

heeft, waarbij nu u € Rk en waarbij een symmetrische positief definiete
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(kxk)-matrix is, dan heeft iedere lineaire combinatie t'X van de componenten
van X een N(t'u, t'jt)-verdeling (zie 2.6.13). Uit (2.10.2) volgt derhalve
dat de karakteristieke functie van de N(u,j)—verdeling gegeven wordt door

it'u-%t'Xt
e ]

(2.10.8) o(t) = t e RE.

In de aanhef van deze paragraaf zinspeelden wij reeds op het feit dat
een kansverdeling door zijn karakteristieke functie geheel vastgelegd wordt.
In het bewijs van deze bewering maken wij gebruik van de ongelijkheid

(2.10.9) |elx-ely[ < x-yls x5 € R1,

en van het feit dat de grootheid

T uT
(2.10.10) yglu) = f Ei%;gﬁ it = f §%§—3 dt, ueR,T>o0,
0 0

als functie van u en T begrensd is met

- % als u < 0,

(2.10.11) 1lim wT(u) = 0 als u=0,
T s

2 als u > O.

Stelling 2.10.2 (Inversiestelling)
Als ¢ de karakteristieke functie is van een kansverdeling P op (R1,B1)

met verdelingsfunctie F, dan geldt

=1 e
(2.10.12) F(b) - F(a) = o lim T

T

T . .
oita_ -itb
J — ¢(t)at
=T
voor alle a,b € R1 waar F continu is. Als ¢ bovendien A-sommeerbaar is,

dan is P een continue verdeling met begrensde continue dichtheid

2m

(2.10.13) £(x) = = f Xy (4t

Deze stelling impliceert dat een kansverdeling P op (R1,B1) door zijn ka-

rakteristieke functie geheel wordt vastgelegd.



130

Bewijs:
Met behulp van (2.10.9) is gemakkelijk in te zien dat de integrand in het
rechterlid van (2.10.12) voor vast gekozen a en b begrensd is. Op grond

van de stelling van Fubini kunnen wij derhalve schrijven

T _ita -itb T 1t(x— ) 1t(x—b)
L f e -e o(t)at = == f f =€ aP(x)dt =
2n t on 1 it
- -T R
1 T 1t(x—a) 1t(x—b)
e
=2 J f at ap(x) =
Ty
R'-T

1
- f (Wp(x-a) = ¥p(x-p))aP(x),
1
R
waarin 12 gedefinieerd is door (2.10.10). Op grond van (2.10.11) en de ge-
domineerde convergentiestelling kunnen wij hieruit concluderen dat het
rechterlid van (2.10.12) gelijk is aan

3(P(a,®) - P(-=,a) - P(b,») + P(-=,b)) = F(b) - F(a)

als F continu is in a en b.

Als ¢ A-sommeerbaar is, dan is de functie f, gedefinieerd door (2,10,13),
begrensd en continu. Verder volgt uit (2.10.9) dat de integrand in het
rechterlid van (2.10.712) niet alleen begrensd, maar ook A-sommeerbaar is.
Dit houdt in dat (2.10.12), wegens de gedomineerde convergentiestelling en

de stelling van Fubini, overgaat in

1 2 e-lta e—ltb
F(b) - F(a) = o J — ¢(t)at =
L) )
1 -itx
=2 f ,( e ¢(t)ax at = ,( f(x)dx
-0 g, a

voor alle continuiteitspunten a,b van F. Hieruit volgt

X
F(X) = f f(Y)dy: X € R1,

-0
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waarmee het bewijs volledig is.

De volgende stelling is de generalisatie van stelling 2.10.2 voor verde-
lingen op Rk, k > 1. Het bewijs, dat geheel analoog is aan het bewijs voor

verdelingen op R1, wordt aan de lezer overgelaten.

Stelling 2.10.3 (Inversiestelling)
Als ¢ de karakteristieke functie is van een kansverdeling P op (R™,B),

k 2 1, dan geldt

T T Xk —itja. —it.bj
(2.10.14) P(a,b] = —— 1im | ... | (.m, & —< Yo(t)at. ...at
k J=1 it. 1 X
‘ (o) T>e_mn _T 3

voor iedere cel (a,bl], die een P-continuiteitsverzameling is. Als ¢ boven-
dien Ak-sommeerbaar is, dan is P een continue verdeling met begrensde con-
tinue dichtheid

o

_ 1 -it'x
(2.10.15) f£(x) = (2")k_f ce J e ¢(t)dt1...dt

K
De inversiestelling en (2.10.2) impliceren samen, dat de verdeling van een
stochastische vector X wordt vastgelegd door de verdelingen van alle
lineaire combinaties t'X van de componenten van X. Wij kunnen k-dimensio-
nale verdelingen dus volledig beschrijven met behulp van één-dimensionale
verdelingen. Zo kunnen wij de meerdimengionale normale verdeling karakter-
iseren door te stellen dat een k-dimensionale stochastische vector X dan

en slechts dan N(U,X)-verdeeld is, als voor iedere t € Rk de stochastische
grootheid t'X een éé&n-dimensionale N(t'u,t'it)-verdeling heeft.

Tot nu toe hebben wij - sprekend over meerdimensionale normale verdelingen -
altijd verondersteld, dat de covariantie-matrix 1 positief definiet is. De
zojuist gegeven karakterisering van de N(U,X)-verdeling definieert echter
ook een verdeling op (Rk,Bk) als wij slechts veronderstellen dat I een
symmetrische re&le positief semi-definiete (k*k)-matrix is, mits wij per
conventie de é&ndimensionale N(u,0)-verdeling gelijk stellen aan-de in het
punt u gedegenereerde verdeling. We kunnen dit als volgt inzien. Als X een
redle symmetrische positief semidefiniete (kxk)-matrix is, dan is er een

orthogonale matrix P, zodanig dat P' I P = A een diagonaal-matrix is met
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diagonaal-elementen A1,A2,...,Ak > 0. Laten Y1,Y2,...,Yk nu k o.0. sto-

chastische grootheden zijn, waarbij voor iedere j = 1,2,..., k de sto-
chastische grootheid Yj een N(O,Aj)-verdeling heeft, met dien verstande
dat P(Yj=0) = 1 als Aj = 0. De karakteristieke functies van Y1,Y2,...,Yk
worden dan gegeven door
—%A.ug
by (@ =e I Lue R', j=1,2,....k
J

en dus (stelling 2.10.1) vinden wij voor de karakteristieke functie van de

stochastische vector Y = (Y1,Y2,...,Yk)',

A b2

Jd 1
1 = e 2t 'At

nol=

W~

by(t) = e 9 R®

, t = (t1,t2,...,tk)' €eR.
Als nu u € Rk en X = y + PY, dan voldoet de verdeling van X aan de gestelde

eisen. Uit (2.10.1) volgt immers

t! Qlt'u-3t'PAP't _ eit'u-%t'It

4g(t) = M g (Bre) = :

en dus ook
. 2
Tett ?
oy 1x(u) = gttiuu-zt Xtu ,ueR', teRE

zodat t'X voor iedere t € Rk de voorgeschreven ééndimensionale verdeling
heeft. Wij noemen de verdeling van X de N(H,X)-verdeling, ook als X niet
positief definiet maar alleen positief semidefiniet is. In het laatste
geval spreken wij van een singuliere normale verdeling. Steeds is de
karakteristieke functie van de vorm (2.10.8). Uit de beschreven constructie
volgt, dat in het singuliere geval &én of meer componenten van Y met kans 1
gelijk aan 6 zijn. Dit betekent dat de singuliere N(U,X)-verdeling kans 1
toekent aan een verzameling, die door de transformatie x = M + Py, m.a.w.
door een translatie en een rotatie, ontstaat uit een lineaire deelruimte
van Rk met dimensie gelijk aan de rang van Z en dus kleiner dan k. Daar
dergelijke verzamelingen Xk-nulverzamelingen zijn, zijn singuliere normale
verdelingen niet absoluut continu. Een singuliere normale verdeling heeft

dus geen dichtheid!
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Stelling 2.10.4

Een rij kansverdelingen P1,P2,--- op (Rk,Bk) met karakteristieke functies
¢1,¢2,... convergeert dan en dan alleen zwak naar een verdeling P met
karakteristieke functie ¢, als ¢n(t) > ¢(t) voor n > ® en alle t € RE.
Bewijs:

Daar eit'X voor iedere vaste t € Rk een begrensde continue functie van

x € R 1is, impliceert zwakke convergentie van Pn naar P per definitie dat

2
{t) » ¢{t) voor n + ». Het omgekeerde volgt uit stelling 2.10.5.
n P

Stelling 2.10.5 (Continuiteitsstelling van Lévy)

Als de karakteristieke functies ¢1,¢2,... van een rij kansverdelingen
P1,P2,... op (Rk;Bk) de eigenschap hebben dat ¢n(t) voor iedere t € Rk

en n > « naar een limiet ¢(t) convergeert, die als functie van t continu

is in de oorsprong, dan is ¢ de karakteristieke functie van een kansverdeling

P, en Pn—EE;P voor n > «,

Bewigjs:

We bewijzen eerst dat de collectie verdelingen I = {P1,P } uniform

TR
beperkt is. Zij Kh = {x:[xil < h, i=1,2,...,k}, h > 0 een k-dimensionale
kubus met middelpunt O. Met behulp van de stelling van Fubini kunnen wi]j

schrijven

1

et den(x)dt

o

k

P

> 1
et thdPn(x)

B;X‘-——ﬂ

1 k sin hx.
[ (p b, n-o,mz.
h J
Rk

Deze uitdrukking is re&el. Voor n > 0 geldt

k sin hx.
. ———‘]- <
J=1 X. T k-1
J A als x ¢ K
n n

hk als X € Kn,
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zodat uit het bovenstaande volgt

1
2h)k

) 4+ L
(2.10.16) J ¢n(t)dt < Pn(Kn) + — n, h >0, n21.

%

De gedomineerde convergentie van ¢n naar ¢ op Kh impliceert dat

(2.10.17) — f ¢(t)at = —= lim J 6 (t)at
(2n) Kh (2h)" n>e
re&el is. Zij nu e > 0. Daar ¢ continu is in O en ¢(0) = 1, is er een

§ > 0, zodanig dat |¢(t)-1] < € voor alle t € Kﬁ' Hieruit volgt

1
(28

f o(t)at > 1 - €,

Ks

k
)
zodat wegens (2.10.16) en (2.10.17)

1
+ — -
Pn(Kn) py: >1-¢

1

voor alle n > O en alle voldoend grote waarden van n. Kiezen wij n > (e8)” |,

dan volgt
Pn(Kn) > 1 - 2¢

voor alle voldoend grote waarden van n. Door n zonodig nog groter te. kiezen
kunnen wiJ bereiken dat deze ongelijkheid voor alle n = 1 geldt.

I is dus uniform beperkt en derhalve (stelling 2.9.5) relatief compact.

De rij P1,P2,... heeft dus minstens é&n zwak convergente deelrij. Uit

het reeds bewezen deel van de vorige stelling volgt, dat de bij deze zwak
convergente deelrij behorende karakteristieke functies naar de karakteris-—
tieke functie van de limietverdeling convergeren. Daar zij ook naar ¢ con-
vergeren, kunnen wij hieruit concluderen dat ¢ de karakteristieke functie
van een kansverdeling P is. Maar nu volgt met behulp van de vorige stelling
en de inversiestelling, dat iedere zwak convergente deelrij van de rij
P1,P2,.. dezelfde limiet P heeft, en dus (stelling 2.9.3) dat P, % P voor

VOOor n > .,



135

Stelling 2.10.6 ;

. 1
Als de eerste n momenten van een kansverdeling P op (R ,B ) bestaan en
eindig zijn, dan heeft de karakteristieke functie ¢ van die verdeling n

continue afgeleiden, gegeven door

i 1 .
(2.10.18) o B (g) = iE J ™ 4p(x), t € R\, k = 1,2;...,n.
1
R
Bewigjs:
Stellen wij ¢(O) = ¢, dan geldt (2.10.18) voor k = 0. Verder volgt uit

(2.10.18) voor een k < n dat (2.10.18) ook geldt voor k + 1. Het gegeven

betekent immers, dat

J lx|k aP(x) < », k = 1,2,...,n.
1
R

en dus impliceren (2.10.18) en de gedomineerde convergentiestelling

. ihx .
CON - .k+ k+ t
o) (4 = 1im lkj K Gitx e—E——1&P(x) - ;K 1J LI gpy
h~>0 1 R1
daar
ihx
‘e_h;T <|x|l, xeR,ner", n=o.

De continuiteit van ¢(k) voor k = 1, 2,...,n-1 volgt miteraard uit de

differentieerbaarheid. De continulteit van ¢(n) kan men rechtstreeks met

behulp van de gedomineerde convergentiestelling bewijzen.

Karakteristieke functies worden veel gebruikt als hulpmiddel bij het be-
studeren van verdelingen van sommen van o0.0. stochastische grootheden. Ter
illustratie geven wij hier de volgende stellingen. De eerste is een al
eerder genoemde versie van de zwakke wet van de grote aantallen, die aan-
zienlijk sterker is dan stelling 2.8.2, zij het dan dat hier de stochas-

tische grootheden in kwestie niet alleen o0.0. maar ook identiek verdeeld
worden verondersteld.



136

Stelling 2.10.7
Als X1,X ye.. 0.0. en identiek verdeelde stochastische grootheden zijn

met eindige verwachting p, dan convergeren de gemiddelden

) Xj, n=1,2,...,

Bl=

X =
n

[[Raerl=}

J
voor n > » in waarschijnlijkheid naar u.

Bewijs:
Als ¢ de karakteristieke functie van de Xj’ j=1,2,... is dan vordt
de karakteristieke functie van in volgens stelling 2.10.1 gegeven door

- = tyyn 1 =
¢Xn(t) = (¢(n)) ,teR ,n=1,2,....

Daar ¢ volgens stelling 2.10.6 differentieerbaar is met ¢'(0) = iy, impli-

ceert dit voor vaste doch willekeurige t en n > «,

_ = ipt Jyyn o, vt
¢Xn(t) (1+ 22 +0())7 > e

Nu is e1ut de karakteristieke functie van de verdeling die gedegenereerd
is in het punt u, en dus (stelling 2.10.L4) geldt in 2 u, zodat ook in L4 u

voor n > *®,

De volgende stelling is een eenvoudige versie van de zogenaamde centrale
limietstelling. Deze zegt dat onder zekere voorwaarden sommen van grote
aantallen o.0. stochastische grootheden bij benadering normaal verdeeld
zijn. Als gevolg hiervan speelt de normale verdeling een belangrijke rol

in vele situaties, waar men met sommen of gemiddelden van vele waarnemingen
te doen heeft.

Stelling 2.10.8 (Lindeberg-Lévy)

Als X1,X2,...

met eindige verwachting u en variantie 02, dan convergeert de verdeling

0.0. en identiek verdeelde stochastische grootheden zijn

van de gestandaardiseerde som
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voor n - « zwak naar de N(0,1)-verdeling.

Bewtjs:
Als ¢ de karakteristieke functie van Xj -u, j=1,2,... is, dan wordt

de karakteristieke functie van Zn gegeven door

by (8) = (6%, t € B, n=1,2,...
n avn

Uit het gegeven volgt verder, wegens stelling 2.10.6, dat ¢ twee keer dif-

ferentieerbaar is met ¢'(0) = iE(Xj-u) =0 en ¢"(0) = - E(Xj-u)2 = - g°.
Voor vaste doch willekeurige t € R! en n > = geldt dus
2 1,2
t 1\ -3t
o, (£) = (1 = 3 =+0(])) »e*",

en zo volgt het gestelde uit stelling 2.10.4 en (2.10.6).

Een interessant en historisch belangrijk speciaal geval van de laatste
stelling is het volgende (zie ook stelling 2.8.3).

Stelling 2.10.9 (de Moivre-Laplace)

MAs X(n), n=1,2,..., het aantal successen in n o.o. alternatieven is,
waarbij voor ieder alternatief de kans op een succes gelijk is aan p = 1-q

met pq > 0, dan convergeren de gestandaardiseerde grootheden

(n)
A =X——IIE n=1,2,

3

vnpq ’

voor n -+ « naar een N(0,1)-verdeelde stochastische grootheid, zodat
1 1 ~1t2
<np+bvnpq) > ;:: I e 2 at

2m
a

P(np+a/ﬁ§a<x(n)

voor n > @ en alle a, b € R1 met a £ b.
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Op deze laatste stelling berust de zogenaamde normale benadering voor
binomiale verdelingen. Als een stochastische grootheid X een binomiale
verdeling heeft met parameters n en p = 1-q met pq > 0, dan geldt voor

k < 1 en grote waarden van n

(2.10.19) P(k<X<l) » o(F2R) _ o(X=ER) |
npaq npq

waarin @ de verdelingsfunctie van de N(0,1)-verdeling is. Voor gehele

waarden van k en 1 vervangt men (2.10.19) vaak door

1_ 1_
(2.10.20) P(k<x<l) » o(3F2=ER) _ g(kta=lip)
vnpq npq

In de meeste gevallen geeft dit een iets betere benadering. In het bij-

zonder krijgt men dan voor gehele k,

1_ _1_
P(¥=k) v o(KEEER) . o(X=2ER),
npq /npq

Men zegt dat (2.10.20) wuit (2.10.19) onstaat door het aanbrengen van
een continufteitscorrectie.

Opgaven
1. Ge na dat de karakteristieke functie van

a) de binomiale verdeling met parameters n en p door
¢(t) = (Pelt+1—p)n, ~o < t < oo

b) de Poisson verdeling met parameter u door

*)

i
o(6) = (17 e < g <

k]

¢) de negatief binomiale verdeling met parameters k en p door

eit k
o(t) = (—B—=)

oo TS

1=(1-p)e ’
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d) de multinomiale verdeling met parameters n en DysPyses 5Py door
k it. n
O(tyseensty) = (‘Z1pje N, w < B <2, § = 1,2,k
J:

e) de homogene verdeling op (-1,1) door

¢(t)=s_]£_t —o < t < o

t b ] 2
f) de standaard gamma verdeling met parameter k door
_ 1
¢,(t)_——.—k’_co<t<oo;
(1-it)

g) de standaard dubbel-exponentiéle verdeling door

1
1+t

o(t) =

- < f < o

2 3
h) de standaard Cauchy verdeling door

o(t) = e_!tl

s"°°<t<°°:

gegeven wordt.

2. Bewijs:

a) Als Xu een Poisson verdeling met parameter p heeft, dan convergeeft
(Xu—u)//p voor p -+ ® in verdeling naar een N(0,1)-verdeelde sto-
chastische grootheid.

b) Als Xk een standaard gamma verdeling met parameter k heeft, dan
convergeert (Xk-k)//k voor k + » in verdeling naar een N(0,1)-

verdeelde grootheid.

3. Laten X1,X2,... 0.0. stochastische grootheden zijn, die alle de-
zelfde verdeling hebben met verwachting u en eindige variantie 02.

Definieer voor n = 1,2,...
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2 _ 1 2
Sn = .-z- (Xi—u) s
1=1
n
x =+ 7 x,
n n. i
i=1
n
2 _ 1 = \2
= ) (Xi_xn)

i=1

a) Bereken E32 en ET2.
n n

b) Bewijs dat Si en Ti voor n -+ « in waarschijnlijkheid convergeren
naar o .

h.y Laat zien dat het gemiddelde van n o.o. standaard Cauchy verdeelde
stochastische grootheden zelf ook een standaard Cauchy verdeling heeft.

5. Bewijs dat een rij k-dimensionale stochastische vectoren XisX seens
dan en dan alleen in verdeling naar een stochastische vector X conver-
geert als t'Xn 2 t'X voor n > » en alle t ¢ Rk.

6. Bewijs stelling 2.10.3.
Geef generalisaties van de stellingen 2.10.7, 2.10.8 en 2.10.9 voor
0.0 en identiek verdeelde k-dimensionale stochastische vectoren

S SR

2.11. VOORWAARDELIJKE VERWACHTING

Zij gegeven een kansruimte (Q,4,P). Voor A, C € A met P(A) # 0 wordt de
voorwaardelijke waarschijnlijkheid van C gegeven A gedefinieerd door (zie
§2.2)

(2.11.1) P(cla) =

Indien V = (V1,...,Vm) een stochastische vector op (Q,4,P) voorstelt, kun-

nen wij de voorwaardelijke kansverdeling van V gegeven A definigren door

(2.11.2) (B) = P(VeB|A), B ¢ B

Fyla

Aangezien P(C|A) voor vaste A als functie van C een kans op (2,4) is, is
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PV]A een kansverdeling op R-. Als Y = (Y1""’Yk) een discreet verdeelde
stochastische vector op (Q,4,P) voorstelt, dan wordt voor iedere y € K

waarvoor P(Y=y) # O de voorwaardelijke kansverdeling van V gegeven Y=y

gedefinieerd door

(2.11.3) B) = P(VeB|Y=y), B € B".

PV[Y=y(

Wij interpreteren P als de kansverdeling van V als bekend is dat Y bij

V|Y=y
het experiment de waarde y heeft aangenomen. Als ¢ een re&le Borelfunctie
op R" is, dan wordt de verwachting van ¢(V) met betrekking tot de verdeling

(2.11.3) de voorwaardelijke verwachting van ¢(V) gegeven Y = y genoemd:

i Eemlry) = | e ey, .
m
R
Definitie (2.11.3) wordt mogelijk gemaakt doordat P(Y=y) # 0. Indien
echter Y een continue verdeling bezit en dus P(Y=y) = O voor alle y € Rk,
moeten wij op een andere wijze te werk gaan. Als het paar (V,Y) bijvoor-

beeld continu verdeeld is met dichtheid f dan is ook Y continu verdeeld

v,Y’

met dichtheid fY' Men zou dan kunnen overwegen om, onder het opleggen van

voldoende regulariteitsvoorwaarden om de onderstaande limietovergangen te

rechtvaardigen, (2.11.3) te vervangen door

P B) = 1im P(VeB|Yely,y+hl) =
v]y=y (® Lin (veB|Yely,y+n])
J J fV’Y(v,u)dvdu J fV,Y(v,y)dv
= 1im Ly,y+hl B _B 1o
b0 fY(u)du p
Ly,y+hl

voor alle y waarvoor fY(y) # 0. Dit komt neer op een definitie waarbij de

voorwaardelijke verdeling P wordt gegeven door zijn dichtheid

V|Y=y

£ (v,y)
_ VY ,y

(v) = fY(y) s fY(y) #0,

=y
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hetgeen een duidelijke analogie met (2.11.3) vertoont. Voor een redle
Borelfunctie ¢ op R™ zou men nu voorts kunnen definiéren
E(¢(V)|Y=y) = J o(v (v)av.
2

) fV[Y:y

Een dergelijke aanpak is echter weinig algemeen. Men geeft er.daarom
de voorkeur san de begrippen voorwaardelijke verdeling en verwachting op de
stelling van Radon-Nikodym te baseren. Op grond van de overweging dat een
kans als een verwachting kan worden opgevat - namelijk als verwachting van
een indicator functie - stelt men hierbij de definitie van voorwaardelijke
verwachting centraal.

Zij X een stochastische grootheid gedefinieerd op een kansruimte

(9,4,P) en veronderstel dat E|X|<w, d.w.z. dat X P-sommeerbaar is.
Zij voorts AO een deel-o-algebra van A.

Stelling 2.11.1

Er bestaat een Ao-meetbare stochastische grootheid X' zodanig dat voor

iedere A € AO

(2.11.5) J Xdp = J X'dp.
A A

Teder tweetal Ao-meetbare stochastische grootheden met de eigenschap

(2.11.5) is P-bijna overal gelijk.

Bewigjs:

Veronderstel eerst dat X > 0 op 2 en definieer voor alle A € AO

v(A) = J XapP.
A
Men verifieert gemakkelijk dat v een eindige maat op (Q,Ao) is die P-abso-
luut continu is. Uit de stelling van Radon-Nikodym volgt nu het bestaan
van een niet-negatieve, eindige en Ao-meetbare functie X' waarvoor
v(A) = j X'dP, A e A
A

0’
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twee functies met deze eigenschappen zijn P-b.o. gelijk.
Indien X niet niet-negatief is op Q schrijven wij X = X+—X_, waarbi]
x" = max(X,0) en X~ = min(X,0) beide niet-negatief en P-sommeerbaar zijn.
Toepassing van het voorafgaande op X+ en X levert h?t bestaan van niet-
]

. R . + - .
negatieve, eindige en Ao—meetbare functies X en X zodanig dat voor

iedere A € AO

1 —
Hieruit volgt dat de A -meetbare functie X' = X' -X  voldoet aan (2.11.5).
Als X' en X" beiden Ao;meetbaar zijn en aan (2.11.5) voldoen, dan
geldt voor iedere A € AO

J X'dp = f X"aP.
A A

Door hierin voor A de verzamelingen {w: X'(w) > X"(w)} respectievelijk
{w: X' (0) < X"(w)} te kiezen ziet men dat deze beide verzamelingen P-maat
nul bezitten, zodat P(X'=X") = 1.

Definitie 2.11.1

Een Ao-meetbare stochastische grootheid X' zodanig dat voor alle A € AO

aan (2.11.5) is voldaan wordt een voorwaardelijke verwachting van X gegeven
A, genoemd en aangeduid door de notatie X' = E(XlAO). Indien wij de afhanke-

lijkheid van w € © in de notatie tot uitdrukking wensen te brengen schrijven
wij X'(w) = E(X!AO)(w).

In plaats van over een voorwaardelijke verwachting spreekt men ook wel over
een versie van de voorwaardelijke verwachting. Volgens stelling 2.11.1 zijn

twee versies P-bijna overal gelijk.

De volgende stelling geeft een tweede karakterisering van E(XIAO) die

echter in wezen nauwelijks van de eerste verschilt.

Stelling 2.11.2

X' = E(XIAO) dan en slechts dan indien X' A -meetbaar is en
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(2.11.6) J XZdP = f X' ZdP

(d.w.z. BEXZ = EX'Z) voor iedere Ao—meetbare stochastische grootheid Z waar-

voor XZ P-sommeerbaar is.

Bewijs:

Voor A € AO is de stochastische grootheid Z = IA Ao-meetbaar en daar

E|X| <. is ook E|XZ|<w. Uit (2.11.6) volgt dus (2.11.5). Het bewiis

dat ook omgekeerd (2.11.6) uit (2.11.5) volgt verloopt in vier stappen.

a) Als Z een elementaire Ao-meetbare functie is, is het te bewijzene
triviaal.

b) AMls X>0enZ20op Q, dan kiezen wij een rij niet-negatieve

elementaire Ao—meetbare functies Zn + Z. Volgens a) geldt
J XanP = I X'anP voor alle n. Uit het bewijs van stelling 2.11.1
volgt dat X > 0 op & impliceert dat X' > O P-bijna overal. Toepassing
van de monotone convergentie stelling levert J XanP > f XZ43P en
I X'z dp > J X'ZdP, waaruit (2.11.6) volgt.

c) Als X > 0 op & passen wij b) toe op 7% en 2~ en vinden
J Xz ap = J X'27aP en J Xz P = J X'2”dP. Daar E|XZ|<w, zijn deze
integralen eindig, zodat (2.11.6) geldt.' “

. ) + -
d) Voor willekeurige X en Z kan c) worden toegepast op X en X , daar de
P-sommeerbaarheid van XZ die van X'Z en X7 impliceert. Dit geeft

[ xtzap = I (x")'2dP en J X" 74P = J (X")'2dP. Daar deze integralen

eindig zijn, en uit het bewijs van stelling 2.11.1 volgt dat
+ - ..
X' = (X')'-(X")' P-bijna overal, geldt (2.11.6) ook nu.

In het voorafgaande kwamen herhaaldelijk beweringen voor die P-bijna
overal juist zijn. In een meer op de waarschijnlijkheidsrekening afgestem-
de terminologie zegt men dat een dergelijke bewering met kans 1 of bijna
zeker (afgekort: b.z.) juist is (in het Engels: almost surely of a.s.). In
de volgende stelling worden een aantal eenvoudige eigenschappen van voor-

waardelijke verwachtingen opgesomd. Daar voorwaardelijke verwachtingen
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door ons slechts zijn gedefinieerd voor sommeerbare stochastische groot-
heden, wordt hierbij stilzwijgend aangenomen dat X, X, en X, inderdaad

eindige verwachtingen bezitten.

Stelling 2.11.3

a. E(E(XIAO)) = EX.

b E(XIAO) = X b.z. als X 4,-meetbaar is.
c. E(XZIAO) = ZE(XIAO) b.z. als Z 4
a

E(XiAO) = EX b.z. als 4

o-leetbaar is en E|x2| <.

en de door X geinduceerde o-algebra 4 o.o.

0 X

zijn.

E(E(XIAO)|A1) = E(XIAO) = E(E(X[A1)|AO) b.z. als 4 < 4, < 4.
Als X = ¢ b.z. dan geldt E(XiAO) =c¢ b.z..

g. E(a.X1+bX2|AO) = a.E(X1lAO) + bE(XQIAO) b.z..

h. Als X > 0 b.z. dan geldt E(xlAO) > 0 b.z..

i. |E(XlAO)| ;E(|XHAO) b.z..

(0]

Bewija:

a, b, £, g en de eerste gelijkheid in e volgen rechtstreeks uit stelling
2.11.1 en de daarop aansluitende definitie 2.11.1. h volgt uit het bewijs
van stelling 2.11.1. Uit g en h volgt i daar E(xle) = E(X+|AO) - E(x'IAO)
b.z. en E(|X] IAO) E(X+|AO) + E(X'IAO) b.z.. Door in stelling 2.11.2 Z te

vervangen door ZI

A° A e Ao, verkrijgt men c. Als AO en Ax 0.0. zijn en

A e AO’ dan zijn X en IA 0.0. zodat d volgt uit stelling 2.T.3.

Daar -

N
=

E(X[A1)dP, Acd,,

|
A
J E(XIAO)d.P, Acdg,
A

B— —
>4
=]
1]

zijn de beide rechterleden gelijk voor iedere A € AO als AO c A1 c A. Daar
E(XIAO) Ao-meetbaar is en E(E(X]A1)) = EX eindig is, levert toepassing van

stelling 2.11.1 en definitie 2.11.1 de tweede gelijkheid in e.

Men kan E(X|AO) blijkens zijn definitie opvatten als een vergroving
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van X tot een Ao-meetbare stochastische grootheid waarbij de gemiddelde
waarde over Ao—meetbare verzamelingen met betrekking tot P behouden blijft.
Als Ao = A treedt geen vergroving op daar volgens stelling 2.11.3b

E(X|4)

gens stelling 2.11.3e stapgewijs een steeds verder gaande vergroving op.
Dit proces eindigt als men voor AO de kleinste o-algebra in 4 kiest, name-

X b.z.. Naarmate de o-algebra AO echter kleiner wordt treedt vol-

1ijk AO = {g,2}. Men gaat met behulp van definitie 2.11.1 of stelling
2.11.3d eenvoudig na dat in dit geval E(XIAO) = EX zodat X nu tot een
P-bijna overal constante stochastische grootheid is teruggebracht.

Hoewel E(XIAO) niet als een integraal is gedefinieerd corresponderen
de eigenschappen f-i in stelling 2.11.3 met eigenschappen van EX (zie stel-
ling 2.7.1 b-e). Ook de hierna volgende stellingen wijzen erop dat een
voorwaardelijke verwachting zich, grof gesproken, bijna zeker als een ver-

wachting gedraagt (verg. stellingen 1.6.2-1.6.5).

Stelling 2.11.4 (monotone convergentie stelling)

Als 0 < X % XDb.2. en EX < @, dan geldt ook E(anAO) ‘t.E(XIAO) bez..

Bewijs:

Daar X b.z. een niet-dalende rij niet-negatieve stochastische grootheden
is, geldt hetzelfde voor de rij Xﬁ = E(Xn|Ao) volgens stelling 2.11.3g en
h. De rij XA convergeert dus b.z. naar een Ao—meetbare functie Z. Toepas-
sing van stelling 1.6.2 op XnI en XI, respectievelijk XI'IIA en ZIA levert

A A
voor ledere A € AO

JXnd.P-*JXdP,JXI'ldP-*JZdP.
A A A A

Daar de beide linkerleden voor iedere n aan elkaar gelijk zijn, zijn ook
de rechterleden gelijk. Aangezien Z Ao-meetbaar is, volgt hieruit dat
z = E(X[|4,) b.z..

.Stelling 2.11.5 (lemma van Fatou)

Als X > 0 D.z. en EX <= voor n = 1,2,... en als voorts E (lim inf X ) < =,
dan geldt

E(llmnlnf xnle) < llmnlnf E(Xn|A0) b.z..
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Als X = 0 b.z. en EXn > - yoor n = 1,2,... en als voorts E(lim sup X ) >-,
n

dan geldt &
E(llmnsup Xn{AO) > limnsup E(Xn]AO) b.z..

Bewijs:

Het tweede deel van de stelling volgt uit het eerste door Xn door —Xn te

vervangen.Om het eerste deel te bewijzen merken wij op dat

- n

1imiann=limY,Y = inf X .
n n>e m>n

Daar Y een niet-dalende rij b.z. niet-negatieve stochastische grootheden

is volgt uit stelling 2.11.k4

E(1im inf anAo) = lim E(YnIAO).
n n>®
Voor iedere m > n-geldt Y b Xm. Volgens stelling 2.11.3g en h geldt dus
E(Y lA ) < E(X IA ) b.z. voor iedere m > n, zodat

E(YIA)<1nfEXtA)bz

m> n

0

Hieruit volgt dat met kans 1

E(llm inf X |4,) < lim inf E(X |4,) = lim inf E(X [4,).
n->°° m>n n

Stelling 2.11.6 (gedomineerde convergentie stelling)
Als X + X b.z. en er een stochastische grootheid Y met EIY] < = bestaat
zodanlg dat IXn| < Y b.z. voor alle n, dan- geldt

E(|X -X||4) > 0 b.z., zodat

E(X l4,) ~ E(x[|4,) b.z..

Bewijs:

Uit het gegeven volgt dat de in de stelling en in het onderstaande bewijs
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voorkomende stochastische grootheden eindige verwachtingen bezitten zodat
hun voorwaardelijke verwachtingen gedefinieerd zijn. .Zij Yn = ‘Xn—XI. Dan

is 2Y - Yn > 0 b.z. zodat volgens stelling 2.11.3g en stelling 2.11.5

E(2Y|AO) - E(limnsup YnIAO) = E(llmnlnf(2Y—Yn)|Ao) <

< llmnlnf E(2Y-Y |4,) = E(2Y|AO) - llmﬁsup E(YnlAO) b.z.,

zodat volgens stelling 2.11.3h en f

0 < lim sup E(YnIAO) ;:E(llm sup Ynle) =0 b.z..
n n
De tweede uitsprask van de stelling volgt door toepassing van stelling

2.11.3 1 en g.

In de stellingen 2.11.4 en 2.11.5 wordt ge&ist dat alle voorkomende
stochastische grootheden eindige verwachting hebben, terwijl deze eis in de
overeenkomstige stellingen 1.6.2 en 1.6.3 niet wordt gesteld. Dit vindt zijn
oorzaak in het feit dat wij voorwaardelijke verwachtingen alleen gedefini-
eerd hebben voor stochastische grootheden met eindige verwachting. De ge-
noemde eis dient uitsluitend om de existentie van de in de stellingen
2.11.4 en 2.11.5 optredende voorwaardelijke verwachtingen te garanderen.

Men kan de definitie van voorwaardelijke verwachting echter uitbreiden tot
stochastische grootheden die slechts P-integreerbaar zijn, d.w.z. waarvoor
de verwachting gedefinieerd maar niet noodzakelijk eindig is. De stellingen
2.11.4 en 2.11.5 blijven dan, ook zonder de genoemde eis, gelden. Stelling
2.11.4 is dan niet meer een speciamal geval van stelling 2.11.6. Bij de ge-
noemde uitbreiding van de definitie van voorwaardelijke verwachting doet
zich de complicatie voor, dat de voorwaardelijke verwachting van een stoch-
astische grootheid met oneindige verwachting de waarde + « of - « kan hebben
op een verzameling met positieve maat. Een dergelijke voorwaardelijke ver-

wachting is dus geen stochastische grootheid in de zin van definitie 2.5.1.

Stelling 2.11.7 (ongelijkheid van Jensen)

7Zij g een re&le meetbare en convexe functie op R1. Indien EX en Eg(X)
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eindig zijn, dan geldt
E(g(X)[4,) > e(E(X|4y)) b.z..

Bewijs:

Daar g meetbaar en convex is, is g ook continu op R1 en bestaat er voor
iedere a ¢ R' een redel getal m(a) zodanig dat g(x) z g(a) + m(a)(x-a)
voor alle X € R1 (zie het bewijs van stelling 1.6.5). Aangezien g begrensd
is op begrensde intervallen geldt hetzelfde voor de functie m; men veri-
fieert zelfs eenvoudig dat m monotoon niet-dalend is op R1. Uit

. . 1
g(X) 2 g(a) + m(a)(X-a) volgt volgens stelling 2.11.3 dat voor iedere a € R

E(g(x)4,) 2 gla) + m(a) (E(X|4,)-2) b.z..

Zij D een aftelbare verzameling die dicht ligt in 31. Daar een aftelbare

vereniging van P-nulverzamelingen zelf ook een P-nulverzameling is, geldt

(2.11.7) E(g(x)IAO) > sup {g(d)"'m(d)(E(X'Ao)-d)} b.z..
deD
Beschouw de verzameling A € AO van die w € Q waarvoor E(XIAO)(m) eindig is

en waarvoor

E(g(X) [45) (w) > sup {g(d)+m(a)(E(x]4)(w)-a)}.
deD

Daar E(X|AO) b.z. eindig is volgt uit (2.11.7) dat P(A) = 1. Voor een
willekeurige vaste w € A kiezen wij een rij 4, € D die voor n + « naar
E(XIAO)(w) convergeert. Daar g continu is op R'enm begrensd is op begrens-

de intervallen vinden wij voor iedere w € A

E(g(X)]4,)(w) > lin {g(d )+m(d )(E(X|4;)(w)-d )} =

n>vo

= g(E(X|4,) ().
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Beschouw een stochastische vector Y = (Y1"“’Yk)’ 1 <k £ =, gedefini-
eerd op dezelfde kansruimte (R,4,P) waarop ook de stochastische grootheid X
is gedefinieerd. Zij AY de door Y in @ gelnduceerde o-algebra. Indien
E|X|<», definiéren wij de voorwaardelijke verwachting van X gegeven Y

als de voorwaardelijke verwachting van X gegeven A,:

(2.11.8) E(X|Y) = E(XIAY).

Dit is een AY-meetbare stochastische grootheid, hetgeen volgens stelling
1.4.1 equivalent is met het bestaan van een reéle Borelfunctie g op Rk Z0-
danig dat E(X|Y) = g(Y). Uit definitie 2.11.1 volgt nu dat (2.11.8) equi-

valent is met:

Definitie 2.11.2
Een stochastische grootheid X' wordt een voorwaardelijke verwachting van X
gegeven Y genoemd (notatie: X' = E(X|Y)) indien er een reéle Borelfunctie

g op R bestaat zodanig dat X' = g(Y) en indien voorts

(2.11.9) J XdP = J X'dp
A A

voor iedere A € AY’ d.w.z. voor iedere A = Y_1(B), B e Bk.

Merk op dat volgens de overplantingsstelling

g(Y)ap = [ g(y)aPy(y),

Y™ (B) B

zodat (2.11.9) in definitie 2.11.2 mag worden vervangen door

(2.11.10) [ XdP = j gdPy voor alle B € BX,
Y (3) B

Wegens (2.11.8) zijn twee versies g1(Y) en ge(Y) van E(X|Y) als
functies op 2 P-bijna overal gelijk. Dit is equivalent met de bewering dat
de bij deze versies behorende functies g, en g, op Rk PY—bijna overal ge-
1ijk zijn.
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Indien twee stochastische vectoren Y en ?dﬂzelfdeo—algébra Ay = Ay
in @ induceren, dan geldt volgens (2.11.8) E(X|Y) = E(X[Y) b.z.. Dit be;e—
kent dat versies van deze voorwaardelijke verwachtingen g(¥(w)) = E(X|Y)(w)
en g(?(w)) = E(Xl?)(w) als functie van w P-bijna overal gelijk zijn. De
functies g en E zijn in het algemeen natuurlijk niet gelijk; zij kunnen

zelfs op ruimten met van elkaar verschillende dimensies gedefinieerd zijn.
Uit (2.11.8) volgt ook dat E(X|Y) alle in stellingen 2.11.2-2.11.7

opgesomde eigenschappen van E(X]AQL bezit. In de twee volgende stellingen
noemen wij hiervan slechts de met stellingen 2.11.2 en 2.11.3c-e correspon-
derende eigenschappen, daar deze met behulp van stelling 1.4.1 formeel een

ander aanzien krijgen (eigenschap b in stelling 2.11.3 is een speciaal ge—
val van c).

Stelling 2.11.8
X' = E(XIY) dan en slechts dan indien er een reéle Borelfunctie g op Rk be-

staat zodanig dat X' = g(Y) en indien voorts EXh(Y) = EX'h(Y) voor iedere
reéle Borelfunctie h op R waarvoor EXh(Y) bestaat en eindig is.

Stelling 2.11.9

Op een kansruimte (Q,4,P) zijn gedefinieerd een stochastische grootheid X
met E|X|<» en stochastische vectoren Y = (YT""’Yk) en ¥ = (i*""’im)’
1<k, m< o, zodanig dat Y = ¢(§) waarbij ¢ een Borelfunctie op " met
waarden in Rk voorstelt. Zij h een reéle Borelfunctie op Rk. Dan geldt:
1. E(Xxn(Y)]Y) = h(Y)E(X|Y) b.z. als EXu(Y) bestaat en eindig is.

2. E(X|Y) = EX b.z. als X en Y 0.0. zijn.

3. E(B(X|Y)IY) = E(x|Y) = E(EX|Y)]Y) b.z..

Wij wensen nu het begrip voorwaardelijke verwachting van X gegeven
Y = y (notatie: E(X|Y=y)) voor y e % in te voeren. Hiertoe kiezen wij een
versie g(Y) van E(X|Y) en defini&ren E(X|Y=y) = g(y) voor alle y « RE.
Keuze van een andere versie van E(X|Y) leidt voor PY-bijna alle y € Rk tot
dezelfde definitie van E(X|Y=y). Volgens definitie 2.11.2 en het daarna
volgende is iedere reéle Borelfunctie g op Rk die aan (2.11.10) voldoet een
versie van de functie E(X|Y=-) op RS, De eigenschappen van g(y) = E(X|Y=y)

volgen rechtstreeks uit die van g(Y) = E(X|Y), waarbij beweringen die voor



152

E(X|Y) bijna zeker gelden overgaen in beweringen over E(X|Y=y) voor PY-bijna
alle y € Rk.

Naar analogie van de relatie P(A) = EIA kunnen wij ook voorwaardelijke
waarschijnlijkheden als voorwaardelijke verwachtingen van de corresponderen-
de indicator functies definiren. Als boven beschouwen wij een kansruimte
(2,4,P), een deel-o-algebra A, van A en een stochastische vector
Y = (Y1,...,Yk), 1<k <=, op (2,4,P) en definiéren de volgende begrippen.

Voor A € A is

)

(2.11.11) P(Ale) = E(IA|AO

een voorwaardelijke waarschijnlijkheid van A gegeven AO. Volgens definitie
2.11.1 is P(A|AO) voor iedere vaste A € A gedefinieerd als een Ao-meetbare

stochastische grootheid waarvoor geldt

(2.11.12) P(AnAO) = J P(AIAO)dP voor iedere Ay € 4.
A

0

Twee versies van P(A|A0) zijn P-bijna overal gelijk. Voor A € 4 is
(2.11.13) P(alY) = E(IAIY) = E(IA|AY)

een voorwaardelijke waarschijnlijkheid van A gegeven Y. Volgens definitie
2.11.2 en (2.11.10) is P(A|Y) voor iedere vaste A ¢ A gedefinieerd als een

reéle Borelfunctie g van Y waarvoor geldt

(2.11.1k) P(anY” '(B)) = J P(AlY)aP = J &(y)ap ()

v ()
voor alle B € BX. Indien g(Y) een versie van P(A]Y) is, definidren wij voor
alle y € Rk de voorwaardelijke waarschignlijkheid van A gegeven Y = y als
P(A|Y=y) = g(y); P(A|Y=+) is dus een re&le Borelfunctie op R® waarvoor
geldt

1

(2.11.15) P(AnY” (B)) = J P(A|Y=y)d.PY(y) voor iedere B € B,
B
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Zij vV = (V1,...,Vm), 1 2m< ®, een tweede stochastische vector op
(2,4,P). Geheel analoog aan de notatie PV(B) of P(VeB) voor de (onvoorwaar-
délijke) waarschijnlijkheid P({w:V(w)eB}) = P(V_Y(B)) voor B ¢ B™ (zie §2.5)
voeren wij nu overeenkomstige notatie in voor de voorwaardelijke waarschijn-

lijkheid van de eventualiteit {V e B}. Voor iedere B ¢ B" is

(2.11.16) PV|A0(B) = p(veBld ) = (v '(B)|4)),
(2.11.17) Py 4(B) = B(VeB|Y) = 2(v7'(8)|1),
(2.11.18) Py|yay(B) = P(VeB|v=y) = p(v"(B)|¥=y).

De relaties die deze drie begrippen definiéren volgen rechtstreeks uit
(2.11.12), (2.11.14) en (2.11.15) door hierin A te vervangen door V‘1(B),

B € B®, Zo is bijvoorbeeld P

V|Y=-(B) voor iedere vaste B € B" gedefinieerd

als een reéle Borelfunctie op Rk~waarvqor geldt
(2.11.19) P({VeB}n{YeB}) = J Py | y=y (B)EPy (¥)
B
. ~ k . . ..
voor iedere B € B . De functie Pleo (respectievelijk PV|Y en PV|Y=y) op

B™ wordt een voorwaardelijke kansverdeling van V gegeven AO (respectievelijk
Y en Y = y) genoemd.

De hierboven ingevoerde terminologie suggereert dat er voor iedere
A € A een zodanige versie van P(A|Ao) zou kunnen worden gekozen dat
P(A!Ao)(w) voor iedere (of P-bijna alle) vaste w € Q als functie van A een
waarschijnlijkheid op (R,4) zou zijn. Indien dit inderdaad mogelijk is
noemt men een dergelijke keuze een reguliere versie van de voorwaardelijke
waarschijnlijkheid P(.]AO). Over het al dan niet bestaan van een reguliere
versie merken wij het volgende op. Daar O ;:IA <1is P(A|AO) = E(IA|AO)
voor iedere A € A gedefinieerd en b.z. niet-negatief volgens stelling
2.71.3h. Er is dus voor iedere A € A een versie waarvoor P(A|A0)(w) >0
voor alle w e 9. Uit (2.11.12) volgt dat er een versie van P(QIAO) is waar-
voor P(QIAO)(w) = 1 voor alle w € Q. Voorts geldt volgens stelling 2.11.4

voor een disjuncte rij Ay BAyy vnn € A
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(2.11.20) P(|) A la,) = [ P(a|4)) b.z..
n=1 n=1

De P-nulverzameling van die w € @ waarvoor de bovenstaande gelijkheid niet
geldt zal echter in het algemeen van de beschouwde rij A1, A2, ... afhangen.
De verzameling van die w e Q waarvoor P(.lAO)(w) niet oc-additief is op 4,
is dus de vereniging van een - mogelijk.overaftelbaar - aantal P-nulverza-
melingen en dus niet noodzakelijk een P-nulverzameling. Men kan aan de hand
van een voorbeeld aantonen dat deze complicatie tot gevolg kan hebben dat
er geen reguliere versie van P(.IAO) bestaat. Tevens kan men echter bewijzen
dat er voor een stochastische vector V = (V1""’Vm)’ 1 <m< , wel steeds
een reguliere versie van zijn voorwaardelijke kansverdeling PV|A op (Rm,Em)
bestaat. Wij spreken af dat wij voor een voorwaardelijke kansvergeling van
een stochastische vector steeds een reguliere versie zullen kiezen. Voor
P-bijna alle w, c.q. PY—bijna4alle y, zijn PVIA (B)(w), PVlY(B)(m) en
PV|Y=y(B) als functie van B dus voortaan waarscgijnlijkheden op (R",B").
In het voorafgaande hebben wij voorwaardelijke verwachtingen en voor-
waardelijke waarschijnlijkheden impliciet, d.w.z. als oplossing van een
vergelijking gedefinieerd. De twee volgende stellingen geven een methode

om in de meest voorkomende gevallen deze functies expliciet te bepalen.

Stelling 2.11.10 ‘
Laten V = (V1,...,Vm) en Y = (Y1""’Yk)’ 1<m, k <=, tvee stochastische
vectoren op een kansruimte (2,4,P) voorstellen, Wy en uy twee o-finiete
maten op (R",B") respectievelijk (Rk,Bk) en y = u, xu, hun productmaat op
(Rm*k,BM+k). Veronderstel dat de simultane kansverdeling PV,Y van het paar

(V,Y) een kansdichtheid f, , ten opzichte van u bezit. Dan is
k]

Y
(2.11.21) fY(y) = J fV’Y(v,y) du(v), ¥y € R®,
m
R

een kansdichtheid van Y met betrekking tot u,. Voor alle ve R eny e Rk

definiéren wij

fv Y(VsY)
fY

_J_(}T— aJ_sO<fY(y)<°°

0 anders.

(2.11.22) ) =

fV|Y=y(v
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Dan is

(2.11.23) PV]Y=y(B) = J fle=y(v) au,(v), v « RS, B e B°,

een reguliere versie van de voorwaardelijke kansverdeling van V gegeven

Y=y fV|Y=y
opzichte van Uy genoemd.

wordt een voorwaardelijke dichtheid van V gegeven Y = y ten

Bewigjs:
Voor B e BX geldt volgens de stelling van Fubini (stelling 1.6.7)

2y gt anto) =
R"xB

P(YeB)

J {Jm fV’Y(v,y) au,y (v} au,(y),

'ﬁR

zodat (2.11.21) inderdaad een dichtheid van Y ten opzichte van u, is. Zij
= {yly ¢ BS, 0 < £,(y) < =} zodat C e BX en P,(C) = 1. Door wederom de

stelling van Fubini toe te passen vinden wij dat het rechterlid van

(2.11.23) voor iedere B € B" een Borelfunctie van ¥y is en dat voor iedere

Be B® en 3 € Bk

[«

~

B

f (v) au, ()} apy(y) =

V]| Y=y

fy T (y)

£ (v,y)
o] b (M} £,(y) any(y) =
BC B
J (v,y) du(v,y) = P({VeB}n{YeBC}) =
Bx

BC

P({VeB}n{YeB}).

Volgens (2.11.19) is (2.11.23) dus inderdaad een versie van P . Voorts

v|Y=y
is fV|Y=y niet-negatief terwijl voor iedere y € C



£, (y)
| oy @) = gy = s
R
zodat fV|Y=y voor PY-bijna alle y € RE een kansdichtheid is. (2.11.23) is

dus een reguliere versie.

Stelling 2.11.11

Laat V = (V1""’Vm)’ 1 <m < =, een stochastische vector op een kansruimte
(,4,P) voorstellen, ¢ een reéle Borelfunctie op R™ waarvoor E|¢(V)|<e en
A een deel-0-algebra van 4. Dan geldt voor een reguliere versie van PV|A

0. 0

@112y B = [ o) Py (7) oz

R
Merk op dat het rechterlid slechts gedefinieerd is als P een maat 1is;

V|4,

voor een reguliere versie is dit b.z. het geval.

Bewijs:
Als ¢ = I,, Be Bm, dan is ¢(V) = I zodat volgens (2.11.11) en
B v (8)
(2.11.16)
E(6(V)|4,) = B(I la.) = p(v '(B)|4) = P i, (B) b.z.
0 v ) © 0 VIAO
terwijl

= PVlA (B) b.z..

m 0 0

J o (v) dPVIAO(V) = J dPVIA
R B

Uit stelling 2.11.3g volgt nu dat (2.11.2L4) juist is indien ¢ een elemen-
taire Borelfunctie is. Voor een willekeurige niet-negatieve Borelfunctie

¢ bewijst men (2.11.24) door ¢ te benaderen door een niet-dalende rij
niet-negatieve elementaire Borelfuncties en de monotone convergentie stel-
lingen 1.6.2 en 2.11.4 toe te passen. Voor een willekeurige Borelfunctie

¢ volgt (2.11.24) door het bovenstaande toe te passen op ¢* en o”.
Als Y = (Y1""’Yk)’ 1 < k < =, een tweede stochastische vector op (2,4,P)

voorstelt dan volgt uit (2.11.24) dat
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(er2s)  EGI) = [ o) @y @)
Rm

voor PY—bijna alle y € Rk. Indien de voorwaarden in stelling 2.11.10 ver-

vuld zijn, kunnen wij dus expliciet een versie van E(¢(V)|Y=y) aangeven,

namelijk
. PR «IY ) - r ‘/v\ £ (V\ du (--)
(2.11.26) E(¢(V)|Y=y) = Jm pLlv) V|Y=y ) duy s
. i
waarin fV|Y=y wordt gegeven door (2.11.22).

In het begin van deze paragraaf werden voor een tweetal eenvoudige ge-
vallen rechtstreeks definities van voorwaardelijke kansverdeling en voor-
waardelijke verwachting gegeven en de vraag rijst of deze wel in overeen-
stemming zijn met de daarna gegeven algemene definities. Het anwoord op deze
vraag is ja. Uit (2.11.19) volgt voor discreet verdeelde Y dat PV|Y=y(B)
voor all y met P(Y=y) # O ondubbelzinnig gedefinieerd is en door (2.11.3)
wordt bepaald. Indien de simultane verdeling van (V,Y) continu is, zijn de
voorwaarden in stelling 2.10.10 vervuld (u1,u2 en p zijn nu Lebesgue maten)

zodat de voorwaardelijke dichtheid f (v) wordt gegeven door (2.11.22).

V|Y=y
Tenslotte wordt de voorwaardelijke verwachting E(¢(V)|Y=y) volgens (2.11.25)

en (2.11.26) verkregen als verwachting met betrekking tot de voorwaardelijke

verdeling van V gegeven Y=y.
Tot besluit willer wij nog de aanaacht vestigen op enige consequenties

van (2.11.19) en stelling 2.11.10. Kiezen wij B = Rk, dan gaat (2.11.19)

over in

(2.11.27) P,(B) = fk Py y=y(B) ®yy)s
R

een formule die grote overeenkomst vertoont met, en voor discrete Y zelfs

een speciaal geval is van (2.2.4). Uit stelling 2.11.10 volgt onder de ge-

stelde voorwaarden dat een dichtheid van Py met betrekking tot de maat y
gegeven wordt door

(2.11.28) £y(v) = ik £y )=y (V) Ty duy(y).
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Als V en Y beide discreet zijn is ook (2.11.28) een speciaal geval van
(2.2.4). Verder volgt uit stelling 2.11.10 een analogon van (2.2.5), de
regel van Bayes:

fV|Y=y(v) fY(Y)

(2.11.29) fY|v=v(y) =
RGBT
R

voor Pv-bijna alle v en PY—bijna alle y. Als V en Y discreet zijn is dit
zelfs een speciaal geval van (2.2.5).

In het voorgaande hebben wij (2.11.19) en stelling 2.11.10 gebruikt
om de voorwaardelijke verdeling van V gegeven Y = y te definiéren in termen
ven de simultane verdeling van V en Y. In de practijk gebruikt men (2.11.19),
stelling 2.11.10 en de daaruit afgeleide formules (2.11.27)-(2.11.29) vaak
in omgekeerde richting om de simultane verdeling van V en Y, de marginale
verdeling van V, of de voorwaardelijke verdeling van Y gegeven V te be-

palen als de marginale verdeling van Y en de voorwaardelijke verdeling
van V gegeven Y bekend zijn. Deze situatie doet zich met name voor bij de
constructie van kansruimten bij experimenten die uit twee of meer deelex-

perimenten bestaan, waarbij de wijze waarop en de omstandigheden waaronder
ieder deelexperiment moet worden uitgevoerd, worden vastgelegd door de uit-
slagen van de daaraan voorafgaande deelexperimenten. Bij wijze van voor-
beeld beschouwen wij het volgende experiment: Men kiest aselect een getal
¥y uit het eenheidsinterval en vervolgens voert men n o0.0. alternatieven
uit, alle met het eerder gekozen getal y als succeskans. Het hierbij be-
haalde aantal successen noemt men v. Wij interpreteren deze omschrijving
in een mathematisch model door te spreken over twee stochastische groot-
heden, V en Y, zodanig dat Y de homogene verdeling op (0,1) bezit, terwijl
de voorwaardelijke verdeling van V gegeven Y = y voor y € (0,1) de bino-
miale verdeling met parameters n en y is. Nemen wij voor Hy de telmaat op
de gehele getallen en voor By de Lebesgue maat op R1, dan hebben wij dus

in de notatie van stelling 2.11.10
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(
1 alsy e (0,1),
£,(y) =
Q0 anders;
en
fV|Y=y(v) = (3) 7 (1=y)Y voor v € {0,1,...,0}, v € (0,1).

<
B
=]
o
[}
=
L
i
[
o]
[}
R
=y
ﬁl
<
o

Met behulp van (2.11.22), (2.11.28) en {2.11.29
£y Y(V,y) = (2) v (1=-y)"Y voor v € {0,1,...,0}, ¥y € (0,1);
b
1

) J yv(1_y)n-v dy = E%T voor v € {0,1,...,n}
0

fV(V) = (3
fY|V=v(y) = (n+1)($) v (1=y)*V voor v € {0,1,...,n}, y € (0,1).

De verwachting van V kunnen wij op twee manieren berekenen:

n
= = Yy .1
E(V) = J va(v) du1(v) = Z sl
1 v=0
R

en

E(V) = E(E(V]Y)) = E(nY) = 3 .
Opgaven
1. Bepaal de voorwaardelijke verdeling van X gegeven Y als X en Y twee

stochastische grootheden zijn wier simultane verdeling een twee-
dimensionale N(u,I)-verdeling is met |I| > 0 dan wel Iil = 0.
2. XyX5see Xy ﬁijn o0.0.  identiek verdeelde stochastische groot-

heden en Sk = Z X., k = 1,2,...,n+1. Bepaal de voorwaardelijke
. 1 -
1=1

verdeling van de stochastische vector (S1,...,Sn) gegeven Sn+1 als Xi

a) exponentieel
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b) geometrisch

verdeeld is.
Bepaal de voorwaardelijke verdeling van X gegeven Z = X+Y als X en Y

0.0. stochastische grootheden zijn die
a) Poisson verdelingen met parameters u resp. v
b) binomiale verdelingen met parameters m en p resp. n en p

bezitten.

De stochastische grootheden U en V zijn 0.0. en homogeen verdeeld op
(0,1), X = min(U,V) en Y = max(U,V). Bepaal de voorwaardelijke ver-
deling van Y gegeven X en bereken E(YkIX) voor k = 1,2,....

Bepaal de voorwaardelijke verdeling van X, gegeven M = max(X1,...,Xn)
als X1""’Xn 0.0. stochastische grootheden zijn die homogeen verdeeld
zijn op (0,1).

Voor een stochastische grootheid X waarvoor EX2 < © en een stochas-

tische vector Y geldt
() = Bo2(x|Y) + o2(E(X|Y)),

waarin GZ(XIY) de variantie van de voorwaardelijke verdeling van X ge-
gegeven Y voorstelt en OQ(E(XIY)) de variantie van E(X|Y). Bewijs dit.
Bij een samengesteld experiment neemt men eerst de waarde van een
stochastische grootheid Y waar, waarbij Y een gamma verdeling met
parameters k en A bezit (k geheel). Indien Y de waarde y aanneemt ver-
richt men vervolgens een waarneming van een stochastische érootheid
met een Poisson verdeling met parameter y. Bepaal de (onvoorwaardelijke)
kansverdeling van het resultaat van deze tweede waarneming.
Beantwoord opgave 7 als Y N(u,cg) verdeeld is en in tweede instantie

een N(y,rz) verdeelde stochastische grootheid wordt waargenomen.
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